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Chapter 1

Les nombres réels

1.1 Les ensembles usuels de nombres

On rappelle les notations usuelles pour les ensembles de nombres :
N est I'ensemble des entiers naturels positifs {0,1,2,...},
Z est I'ensemble des entiers relatifs {...,—2,-1,0,1,2,...},

Q est 'ensemble des rationnels, i.e. I’ensembles des fractions

a
3’

avec a € Z et b € N\ {0}.

Pour chacun de ces ensembles, I'ajout de * signifie que 'on exclut 0 de

I’ensemble : N* Z*, Q.

Q4 est 'ensemble des rationnels positifs.

L’ensemble QQ est un ensemble déja bien fourni de nombres. Par exemple,
entre deux rationnels ¢ < p quelconques il y a une infinité de rationnels. En
effet p' = (p + ¢)/2 est rationnel encore et vérifie ¢ < p’ < p. Ainsi de suite
on peut en construire une infinité entre ¢ et p.

Avec cette remarque, on voit qu’aucun rationnel ¢ € Q n’admet de “suiv-
ant” dans Q. En effet, si on regarde 1’ensemble

A={peQ; p>q}

alors A n’a pas de plus petit élément. En effet, sinon cet élément p vérifie
g < p et on peut construire ¢ < p’ < p et contredire le fait que p est le plus
petit.

Une autre fagon de dire la méme chose : dans n’importe quel intervalle
(rationnel) autour d’un rationnel ¢ il y a une infinité de rationnels.

5



6 CHAPTER 1. LES NOMBRES REELS

Et pourtant les rationnels sont loins d’étre suffisants, la diagonale d’un
carré de co6té 1 mesure /2 qui n’est pas un rationnel. C’est un résultat qui
avait déja été remarqué en Grece antique. Démontrons-le. Si v/2 est un
rationnel a/b, que I'on peut toujours supposer étre sous forme réduite, i.e.
sans diviseur commun. On a

donc a? = 2b%. Ainsi a? est pair, ce qui implique que a est pair (le carré d’un
impair est impair). Donc a = 2k, ce qui donne b? = 2k? et b est pair aussi.
Ce qui contredit ’hypothése initiale de primalité entre a et b. Donc v/2 n’est
pas rationnel. C’est d’ailleurs le cas de toutes les racines carrées qui ne sont
pas des entiers (non démontré ici, exercice pour les plus motivés).

Une autre facon de dire la méme chose est de considérer I’ensemble
B={qecQ; ¢*<2}.

C’est un sous-ensemble de @, il est borné a droite (par exemple par 3/2),
mais pourtant il n’a pas de plus grand élément. Montrons le. En effet, si
q € B, alors de deux choses I'une, soit g est plus petit que 1 auquel cas il est
facile de trouver un élément dans B qui soit plus grand (par exemple 5/4),

soit ¢ est plus grand que 1. Dans ce cas, posons
2 —q?
3

Alors ¢ est rationnel, positif et plus petit que g. Calculons (q+¢)?, on trouve
q* + 2eq + &2
qui est strictement plus petit que
¢ + 3¢,

c’est a dire que 2. Donc a tout élément de B on sait associer un élément plus
grand, toujours dans B. Il n’y a pas de plus grand élément dans B.

C’est ce genre de “trous” dans l’ensemble Q que 'on cherche a combler
avec l’ensemble des réels R.

1.2 Ensembles ordonnés

On dit qu’un ensemble X est ordonné s’il est muni d’une relation <, entre
éléments de X qui satisfait
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i) x <z, pour tout x € X,

i) siz <yety<zalorsz =y,

ili)siz <yety<z alors x < z.

Ensuite on utilise des notations évidentes comme
z>ypoury <x

r<ypourz<yetxrFy

etc.

Par exemple Q avec la relation usuelle < est un ensemble ordonné. Mais aussi
I'ensemble P(E) de toutes les parties de E, muni de l'inclusion d’ensemble
C est un ensemble ordonné aussi.

On dit qu'un ensemble ordonné X est muni d’un ordre total si tous les
éléments de X sont comparables :

“pour tout x,y € X on a x <y ou bien y < x.”
C’est le cas pour (Q, <), mais ce n’est pas le cas pour (P(FE), C).

Soit X un ensemble ordonné et A C X une partie de X. Un majorant de A
est un élément m € X tel que a < m pour tout a € A. Si le sous-ensemble
A admet un majorant, ce qui n’est pas toujours le cas, on dit que A est
borné supérieurement, ou que A est majoré. De méme un minorant de A est
un élément n € X tel que a > n pour tout a € A. Si le sous-ensemble A
admet un minorant, ce qui n’est pas toujours le cas, on dit que A est borné
inférieurement, ou que A est minoré.

On dit que A admet un élément mazimal s’il admet un majorant qui
appartient a A. Autrement dit s’il existe ag € A tel que a < ag pour tout
a € A. Un tel ag est forcement unique (exercice), on le note max A. De
méme on dit que A admet un élément minimal s’il admet un minorant qui
appartient a A. Autrement dit s’il existe a; € A tel que a > a; pour tout
a € A. Un tel a; est forcement unique (exercice), on le note min A.

Enfin, on note sup A, le plus petit des majorants de A, s’il existe. De
meéme, on note inf A le plus grand des minorants de A, s’il existe. Notez que
sup A est encore un majorant de A et que inf A est encore un minorant de
A. Notez que sup A n’a aucune raison d’étre un élément de A, si c’est le cas
on a forcement sup A = max A (exercice).

Voyons quelques exemples, dans le cas X = Q.

Dans le cas A =]—1, 1]. Cet ensemble est majoré et minoré. On a max A = 1,
pas de min, on asupA =1et inf A = —1.

Dans le cas A = [2, +o0[. Cet ensemble est minoré, mais pas majoré. On a
pas de max, mais min A = 2, on a pas de sup et inf A = 2.
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Pour le cas A = {q € Q; ¢* < 2}, cet ensemble est majoré mais pas minoré.
Il n’a pas de max, pas de min, pas de sup, pas de inf.

1.3 Le corps des nombres réels

Théoréme 1.3.1 (Fondamental) [l existe un corps R totalement ordonné,
qui contient Q et qui a la propriété que toute partie non vide majorée admet
une borne supérieure.

Rappelons que par corps on entend que R est muni d’une addition + et
d’une multiplication . internes telles que :

e 'addition est commutative, associative, d’élément neutre 0 et inversible :

a+b=b+a
a+(b+c)=(a+b)+c
a+0=a

VaeR,I—a€eR; a+(—a)=0,

e la multiplication est commutative, associative, d’élément neutre 1, in-
versible (sauf pour 0) :

ab = ba
a(bc) = (ab)c
l.a=a

Va € R*,3a"' € R*; a.(a™t) =1,
e la multiplication est distributive sur I'addition :
a(b+c) =ab+ ac.

La construction de R et la preuve du théoreme est extremement longue,
nous ne la ferons pas. L’essentiel est de retenir que dans R, toute partie non
vide majorée admet un sup. On en déduit facilement que toute partie non
vide minorée admet un inf (exercice). Ce n’était pas le cas de Q, comme on
I’a vu dans 'exemple 3. Dans R on a par exemple, si

A={zeR; 2* <2}

alors sup A = /2.

C’est une propriété assez forte en fait, elle dit en gros que pour tout sous-
ensemble A de R, si on a une “accumulation” des points de A alors la “limite”
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de ces points est encore dans R. On pourra dire les choses plus précisément
quand on parlera de suites de Cauchy, mais pour le moment on reste vague
comme ga.

Revenons a notre ensemble 7A = {q € Qy; ¢* < 2}. Clest facile de
voir que les points de A s’accumulent a droite : on peut fabriquer facilement
une suite d’éléments (u,) de A tels que u,, — u,, tend vers 0, quand n et m
tendent vers +oo, pourtant il n’y a pas d’élément limite dans Q au bout. En
fait la construction de R consiste en gros a rajouter tous ces éléments limites
qui manquent a Q.

1.4 Densité de Q

Cette propriété d’existence du sup dans R a beaucoup de conséquences tres
importantes.

Théoréme 1.4.1 (R est archimédien) Soientx,y € R, avecxz > 0. Alors
il existe n € N tel que nx > y.

Démonstration Soit A = {nz; n € N}. Si la propriété ci-dessus n’était
pas vraie alors y serait un majorant de A. Donc A admettrait un sup dans
R, noté a.

On a o — x < «, donc a — x n’est pas un majorant de A. Donc il existe
m € N tel que mz > a— z. D’ou

(m+1)z>a.
Ce qui contredit que a = sup A. O

Théoréme 1.4.2 (Densité de Q) Pour tous x < y € R il existe ¢ € Q tel
que T < q <.

Démonstration On ay—z > 0, donc par le Théoreme 1.4.1 il existe n € N
tel que
n(y —xz)>1.

De méme, par le méme théoreme, il existe mq, ms € N tels que
—Meo < Nx < My

(n est fixé, on cherche m; tel que m; x 1 > nx, on fait de méme avec —nz).
On en déduit qu’il existe m € N tel que

m—1<nx<m,
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en effet, on regarde m = m; — 1, si nr < m on recommence, par contre si
m < x alors on a gagné.
Alinsi, on a
ne<m<nr+1<ny
d’ou

m
r< —<y.
n

O

Théoréme 1.4.3 (Caractérisation du sup) Soit A C R un ensemble non
vide, majoré. Le nombre a € R est le sup de A si et seulement si, pour tout
€ > 0 il existe un a € A tel que

a—e<a<a. (1.1)

Démonstration Soit o = sup A. On a donc a > a pour tout a € A. Soit
e>0,sionaa—e>apourtout a € A on aurait que a — € est un majorant
de A, ce qui contredirait que « est le sup de A. Donc il existe un a € A tel
que a — € < a.

Inversement si (1.1) est vérifié, alors a est un majorant de A. Si o/ < «
est un majorant de A, alors en prenant ¢ = (o — «’)/2, on sait qu'il existe
a € Atel quea > a—e > a'. Ce qui contredit que o’ est un majorant. Ainsi
a est le plus petit des majorants. 0

Une fagon simple de comprendre ce résultat est que :
— soit sup A est un élément de A (c’est donc max A),

— soit il est “au bord de A” et les points de A s’accumulent pres de sup A.

1.5 Racines n-iemes

Théoréme 1.5.1 (Racine n-iemes) Pour tout v € R, x > 0, pour tout
n € N*, 4l existe un unique y € R, y > 0, tel que

Y= (1.2)

Démonstration Tout d’abord l'unicité. Si y; # yo (par exemple y; < y2),
on a yp # vy, (i.e. yi" <y4). Donc on ne peut pas avoir yi" = y5 = x.

Maintenant 'existence. Soit

B={reR;r>0,r"<uz}.
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Si x < 1 alors comme 1" = 1, on a que 1 est un majorant de B. Si z > 1
alors ™ > x et donc x est un majorant de B. Dans tous les cas on a montré
que B est majoré.

Il est aussi vrai que B est non vide, car

x n< T
x.
z+1 —xz+1

Donc B admet un sup, notons le .
Sion a y" < x, on choisit h €]0, 1] tel que

z—y"
h<< —— .
(I+y)m—y"

On a alors

k=1
n - n n—=k
<y + hz (k:)
k=1
=y"+h((1+y)" —y")

Ainsi y + h est aussi un élément de B et y n’est pas un majorant de B.
Siy"™ > x, soit k €]0,1[, k < y et

y" —x

k< —2 7
(14+y)" —yn

Alors

=R =yt é CL) Yy (kY

n ~ (n n—j -
=y _k2<_>y ](—/{Z)J 1
Jj=1 J
>yt =k (?) T
j=1

=y" —k((1+y)" —y")
> x.
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Sir € Balorsr™ <z < (y—k)", en particulier " < (y—k)" et donc r < y—k.
Donc cela montre que y — k est un majorant de B, ce qui contredit le fait
que y est le plus petit.

Il ne reste donc plus que y" = x comme possibilité. 0

Ce nombre y qui vérifie y™ = x est la racine n-ieme de x. On le note

y:xl/”.

1.6 Valeurs absolues, parties entieres

On rappelle que pour = € R on pose

x six >0,
|| =

—r six<0.

Remarquez que dans tous les cas on a

r < |z| et —x <|z|.
Lemme 1.6.1 On a
lz] <M
si et seulement si
—-M<z<M.

Démonstration Si |z| < M alors M > 0 et

< M six >0,
—x <M six<O0,
—M<x<M six>0,
—M<z<M sizx<O0.
Inversement, si —M < x < M alors M > 0 mais aussi —M < —x < M.
D’ou |z| < M dans tous les cas. O
Une autre forme qui apparait souvent est la suivante.
Lemme 1.6.2 On a
|z —al <e

st et seulement si
a—e<zrx<a+e.
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La démonstration est laissée en exercice.
Proposition 1.6.3 (Inégalité triangulaire) Pour tous a,b € R on a
lla| — bl < fa+b] < la| + 0] .

Démonstration Ona |a + b| = a+bou —a—b, qui sont tous deux < |a|+b|.
Ce qui prouve la premiere inégalité.
Ensuite, supposons que |a| > |b| (sinon, on échange les roles). Alors

lla = [b]] = la] = [b] = |a+b — b — |b] <[a + b+ [b] — [b] = |a+b] .

Rappelons au passage quelques notations utiles :

r7 = max{x,0}, 2~ =max{—z,0}.

Tous deux sont positifs et on a
r=a"—x",
{|x| =zt —2".
Nous finissons par un petit rappel sur les parties entiéres.
Théoreme 1.6.4 Pour tout x € R il existe un unique n € Z tel que
n<rxr<n+1.

Ce n est noté E[z], la partie entiere de .

Démonstration L’existence a déja été démontrée au cours de la démonstration
du Théoreme 1.4.2, ou en tout cas sous une forme un peu différente qui
s’adapte facilement ici.

Montrons 'unicité. Sim < x < m + 1 aussi alors, ou bien n < m auquel
casonan+1<met doncn-+1<z, cequiest impossible ; ou bien n > m
et on fait le méme raisonnement ; ou bien n = m. Il

1.7 Questions de cours

Voici les points de ce chapitre qu’il faut connaitre absolument.

— Définition d’un ensemble ordonné, d’'un ensemble majoré, minoré, d’un
max, d'un min, d’'un sup, d’un inf. Unicité du max, min, sup, inf avec
démonstration.
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— Connaitre les implications évidentes et celles qui sont fausses : un max
est forcément un sup mais pas le contraire, etc . Avec a chaque fois, soit la
démonstration, soit un contre-exemple.

— Propriété fondamentale des réels : tout sous-ensemble non vide majoré
admet un sup. Idem pour l'inf.

— R est archimédien.

— Entre deux réels il y a toujours un rationnel.

— Premiere caractérisation du sup.

— Formule du binome de Newton

— Existence et unicité d’une racine n-ieme dans R, .

— Valeur absolue, propriétés des valeurs absolues, inégalités.

— Définition de la partie entiere.



Chapter 2

Les suites

2.1 Le raisonnement par récurrence

Le raisonnement par récurrence est basé sur la propriété suivante. Soit S C N
un sous-ensemble qui vérifie :

e(0c S
esine Salorsn+1¢€S5.
Dans ce cas forcement S = N.

Cette propriété ne se démontre pas, c’est en fait une définition axioma-
tique de N : “I’ensemble N est le plus petit ensemble contenant 0 et qui a la
propriété de contenir tous les “suivants” de ses éléments.”

Comment cela s’applique t’il au raisonnement par récurrence ? On con-
sidere une propriété P(n) qui dépend de n € N. On veut montrer qu’elle est
vraie pour tout n € N. On montre pour cela que P(0) est vraie et que si
P(n) est vraie alors P(n + 1) est vraie aussi. Soit S l'ensemble des n € N
tels que P(n) est vraie. Alors S contient 0 et contient les suivants de tous
ses éléments. Donc S = N. Ce qui veut dire que P(n) est vraie pour tout
n € N.

Voyons un exemple. Montrez que pour tout z,y € R et pour tout n € N

o e =3 (1) vt (P(n)

k=0

Pourn=0ona (x+5)°=1et
—~ (n konk _ (O) 0 0_
() Qo
k=0

15
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Donc P(0) est vraie.
Maintenant si P(n) est vraie, alors

(z+y)" = i (Z) at oy

k=0
et donc
(z+y)" = (z+y)"(z+y)
_ (Z) (xk+1 yn—k + 2" yn—k—i-l)
k=0
n+1 n n
k=0
Sij=0o0na

Sij=n+1lona

()= () == G =037

Enfin, si 0 < 7 <n +1 alors

(?) i (J' ! 1) B j!(Z;jﬂ To- 1)!(Zl—j+ I

Ainsi dans tous les cas on a
n n n+1
(j) fin & (;- - 1) a2 = ( J )

n+1
($ + y)n-i-l _ Z 2 yn+1—j (n + 1)

J

et donc

=0
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et P(n + 1) est vraie. Grace au raisonnement par récurrence on a montré
que P(n) est vraie pour tout n € N.

Il arrive parfois que P(n) soit indéxée par n > 1 seulement. La méthode
est la méme, on démarre a P(1) c¢’est tout.

2.2 Les suites, suites particulieres

Une suite réelle est simplement une fonction de N dans R. Par contre, on la
voit plutot comme une famille (u,),en indexée par N que comme une fonction
Une suite peut étre définie comme une fonction explicite de n :

u, = (—1)" cos (gn) :

ou par récurrence :

Upy1 = Uy + 2,

Uny2 = 3Un+1 — OUp

Voyons maintenant quelques suites particulieres.

Les suites arithmétiques sont définies par
Up41l = Up + T

pour tout n € N et pour un r € R fixé. On a alors

| un =ug+nr. |

En association avec ces suites, notez la formule utile suivante

ik:n(n—kl)‘
2
k=0

Les suites géométriques sont définies par

Un4+1 = ¢ Un

pour tout n € N et pour un ¢ € R fixé. On a alors

n
Up = q" Ug .
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Avec ces suites géométriques on a les formules bien connues suivantes

" n; n
qu:ql—qf“:qml—qzv
k=n; 1_q 1_(]7

ou N = ny —n; + 1 est le nombre de termes de la somme.

Enfin on a un mix des deux avec les suites
U, = aly + b

qui donnent

1_an+l
Uy, = a" ug + b
1—a

2.3 Résolution des suites u,,o = au,+1 + bu,

Une situation tres fréquente est de rencontrer des suites définies par récurrence
de la forme

Upt2 = QUpp1 + DUy,

ou a,b € R sont donnés et ug, u; sont fixés. Le théoreme qui suit donne la
forme explicite de u,, dans ce cas.

Théoréme 2.3.1 Soienta,b € R fizé et soit (uy,) la suite définie par récurrence
Upio = A Upy1 + DUy, , (2.1)
pour tout n € N. On considére |’équation caractéristique de cette suite
r?—ar—b=0. (2.2)

i) Si léquation (2.2) admet deux solutions réelles distinctes ri,19 alors la
suite (uy,) est de la forme

Up = AT] +pry |,

pour des réels \, . qui sont fixés par ug et u.

ii) Si Uéquation (2.2) admet une seule solution réelle (double) ry alors la
suite (u,) est de la forme

Up, = AT +pnry|,




2.3. RESOLUTION DES SUITES Uy = AUx.1 + BUy 19

pour des réels \, i qui sont fizés par ug et u.

i) Si Uéquation (2.2) admet deux solutions complexes conjuguées r = pe'®
et 7 alors la suite (u,) est de la forme

U, = Ap" cos(nh) + pp" sin(nh)|,

pour des réels \, u qui sont fizés par ug et u.

Démonstration Commengons par le cas i). Si 7,79 sont les deux racines
distinctes de (2.2) alors il est facile de vérifier que la suite

Uy = AT] + pry
vérifie la relation (2.1) :

Unta = ATYTT + UryTs
= Ari(ary +b) + pry(ary +b)
= a(\r T+ ey )+ (O 4 prd)
= QUpy1 + buy, .
Inversement, si (u,) vérifie (2.1), il existe un unique couple A,y € R qui
vérifie
Ug = AN+ [, U = Ary+ 4o

car 1 # ro. Les suites solutions de (2.1) sont clairement entierement déterminées
par ug et uq;. Donc la suite

Up = AT + pury

est bien I'unique solution de (2.1) dans ce cas.

Le cas ii) se traite de la méme fagon : on vérifie que
Uy = ATy +punry,
est solution dans ce cas (ou l'on a en particulier a = 2ry) :

Uz = A1g 2+ (n+ 2) gt
= Arf(arg +b) + unry(arg +b) + 2urir
=a 0T+ 0AT) Fap (n+ D)t —aprd ™t Fbunrl +urita

= QUpy1 + buy, .
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Toutes les solutions sont déterminées par ug et u;. A chaque couple (ug, uy)
correspond un unique couple (A, ) qui fait que

’un = A1y +pnry |,

est solution de (2.1) (exercice).

Pour le cas iii) il est plus facile de passer par les nombres complexes. On
peut toujours trouver z € C tel que

uy=z+2z et wu =zr+ zr. (exercice)

On en déduit que la suite
Up = 2r" + 27"

est solution de (2.1). Ce qui donne

2’ + zr'" = 2Re(zr") = 2Re(z) p" cos(nf) — 2Im(z) p" sin(nf) .

2.4 Limites

Avant de commencer sur les limites, un petit exercice. Que peut-on dire de
deux nombres réels a et b tels que |a — b| < e pour tout € >0 ?

Réponse : forcément a = b. En effet, si a # b alors, posons € = |a — b /2.
On a € > 0 et donc par hypothese on devrait avoir |a — b| < €, ce qui n’est
pas possible. Donc il ne reste que a = b.

Une petite application : que peut-on dire des nombres 1 et 0,9999999... 7
Tout simplement : ce sont les mémes nombres, ils sont égaux. En effet, la
distance entre les deux nombres est plus petite que

1—-0,999 = 0,001,
mais aussi plus petite que
1 —0,9999999 = 0, 0000001 ,

etc. On voit bien que la distance est plus petite que tout ¢ > 0. Donc en
vertu de ce que 'on a démontré plus haut, ces deux nombres sont égaux. 1
et 0,9999999.... sont deux écritures différentes du méme nombre.

Ce genre de considérations ammenent assez naturellement a la définition
rigoureuse de limite. Comment exprimer mathématiquement que la suite
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u, = 1/n tend vers 0 7 En effet, on voit bien que quand n croit, les nombres
1/n se rapprochent de plus en plus de 0, mais sans jamais prendre la valeur 0.
Et si on prend un exemple plus compliqué comme u,, = cos(n)/n, on voit la
suite se rapprocher de 0 mais avec des oscillations plus hératiques. Comment
caractériser cela ?

On dit qu’une suite (u,) tend vers une limite [ si les tous les
termes de la suite deviennent aussi proches que ’on veut de [ quand
n devient assez grand.

Autrement dit, pour toute marge ¢ > 0 que l'on se donne a l'avance,
la suite (u,) est toute entiere comprise, au dela d’un certain rang ng (qui
dépend de ¢), dans Uintervalle [l — e,1 + ¢].

Cela nous amene a la formulation officielle, qu’il faudra bien retenir car
nous 'utiliserons sans arrét. On dit, pour une suite (u,,), que sa limite est
quand n tend vers +oo si
pour tout € > 0, il existe ng € N tel que pour tout n > ng on ait |u, — | < e.

En termes plus condensés ¢a donne
Ve >0, d3ngeN; n>ng=|u, — | <e.

Dans ce cas on dit que la suite est convergente, qu’elle converge vers [. On
écrit ca aussi

lim wu, =1,
n—-+4o0o

ou parfois tout simplement
limu, =1.

Revenons sur nos exemples et voyons comment montrer que la limite de
nos deux suites est effectivement 0, avec cette définition. Commencons avec
la suite u, = 1/n. Soit € > 0, si on veut que |u, — 0| < g, cela veut dire
1/n < e, ou encore n > 1/e. Donc en prenant pour ng le premier entier
supérieur a 1/¢ on a montré que

Ve>0, dng e N; n>ng=|u, — 0] <e.

Donc lim u,, = 0.

Regardons le deuxieme exemple : wu,, = cos(n)/n. Pour montrez que la
limite est 0, il faut trouver ng tel que pour tout n > ng on ait |cos(n)/n| < e.
Comme |cos(n)| < 1 pour tout n, on a

cos(n)

<

S|

n
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donc comme précédement il suffit de prendre ny > 1/¢. On a montré que
limu,, = 0.

Quand une suite ne converge pas vers une limite [ € R, elle peut avoir
deux comportements différents. Elle peut tendre vers +o0o ou bien ne pas
avoir de limite du tout. Par exemple la suite u,, = (—1)" n’a pas de limite.

Voici les définitions de lim u,, = +00 et de limu,, = —o0o. L’idée est assez
proche de celle de la limite finie. On dit que (u,) tend vers +oo, si elle
devient toute entiere plus grande que n’importe quel nombre A > 0 fixé a
I’avance, pour peu qu’on attende un rang ng suffisamment grand:

VA>0, dng e N; n>ng=u, > A.
Pour la limite —oo, la définition va de soit :
VA<O0, dng e N; n>ng=u, <A.

Regardons & la main un exemple, la suite u, = n?. Elle tend vers +oo.
La preuve en est que si on prend ng un entier plus grand que v/A, alors pour
tout n > ng on aura

Up = n? > ng > A.

Pour finir, un peu de vocabulaire : une suite (u,) est
— majorée si il existe M € R tel que u,, < M pour tout n € N,
— minorée si il existe M € R tel que u, > M pour tout n € N,
— bornée si il existe M € R tel que |u,| < M pour tout n € N.

On ne rappelle pas les définitions usuelles de suites croissantes, décroissantes,
monotones.

Un résultat tres important et utile.
Théoreme 2.4.1 Toute suite convergente est bornée.

Démonstration Si limwu, = [ alors on sait que pour € > 0 fixé, il existe
no € N tel que |u, — I| < e pour tout n > ng. Donc pour n > ng la suite est
bornée :

|tn| < Jup =1+ [l < e+ I .

Les termes u,, pour n < ng étant en nombre fini, ils admettent aussi une
borne. La suite (u,) est donc toute entiere bornée. O
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2.5 Propriétés des limites

Le premier résultat porte sur les opération élémentaires concernant les lim-
ites : addition, multiplication, etc.

Théoréme 2.5.1 (Opérations sur les limites)

1) Soient (uy) et (v,) deuz suites ayant pour limite [,I' € R respectivement.
Alors les suites (upn, + v,) et (u,vy,) convergent respectivement vers | + 1’ et
I'. De plus, si (v,) ne prend jamais la valeur 0 et si I # 0 alors (u,/vy,)
converge vers L/l

2) Soient (u,) et (v,) deux suites ayant pour limite | € R et +00 respective-
ment. Alors la suite (u, + v,) converge vers +o0o, la suite (u,v,) converge
vers +00 st l > 0, vers —oo st l < 0 et est indéterminée si | = 0. Enfin, si
(vy) me prend jamais la valeur 0 alors (u,/v,) converge vers 0.

3) Soient (u,) et (v,) deux suites ayant pour limite +oo. Alors la suite
(un + vy,) converge vers +oo, la suite (u,v,) converge vers +oco. La suite
(un/vn) @ un comportement indéterminé.

Démonstration

1) Nous commengons par I’addition des limites. Silimu, = et si limv, =1’
alors pour tout ¢ > 0 il existe ngy(g) et ngy(e) dans N tels que pour n > ng(e)
on ait |u, — (| < e et pour n > ny(e) on ait |v, —I'| <e. On a alors

[t + v — L+ )| < Jup — I + v, = U] .

Donc en prenant nyg = max{ng(c/2), ny(¢/2)}, on voit que pour tout n > ny

on a
9

i+ 00— L+ D) < Jun =1 +on =] S S+ =

[\]

Ce qui démontre la convergence voulue.

Nous démontrons maintenant le produit des limites. On garde les mémes
notations que ci-dessus. Par le Théoreme 2.4.1, la suite (v,,) est bornée par
une borne M’. On a

(v, — | < |upvy — lv,| + |lv, — 1|

< My = U + U] o, =] .
Prenons, par exemple

no = max{ng (¢/(2M")) ,ng (¢/(2[1)) -
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Pour n > ng on a donc
Mu, =1 <e/2 et |l||v, =] <e/2

et donc pour n > 0 on a |u,v, —lI'| < e. Ce qui prouve la convergence
annonceée.

Il reste a démontrer le quotient des limites. Pour cela il suffit de montrer
simplement que lim 1/v,, = 1/, car apres il ne reste plus qu’a appliquer la
regle pour le produit.

Calculons un peu :
1 1

v, U

vy, — U

vl

Comme la suite (v,) tend vers I’ # 0, il existe mg tel que pour tout n > myg
on ait |v,| > |I'| /2. Le reste de la suite |vg|, |v1], ..., [Umy—1] est finie et tous
les termes sont strictement positifs, donc c’est minoré par un m > 0. En
conclusion, il existe un M > 0 tel que |v,| > M pour tout n. Ce qui donne

la-haut :
1

<
- M|l

Ensuite il est facile de conclure comme on I’a déja fait deux fois ci-dessus.

Y
n lo, = U] .

v, U v U

2) Silimu, = et limv, = +o0, alors pour tout £ > 0 il existe ny(e) tel que
|up, —I| < e pour n > ng. En particulier, dans ce cas on a u, > [ —e. Soit
A > 0 fixé et soit A" = A — [+ ¢. 1l existe un ny, tel que pour n > n{ on ait
v, > A

Si on pose ng = max{ng(e),n,} alors pour n > ny on a

Uy +u, > A +l—e=A.

On a démontré la convergence vers —+oo.

Quant a la suite (u,v,), si la limite [ est strictement positive, prenons
0 < e <1/2, on a pour n suffisamment grand

upvp > (I —e)A

et la conclusion suit facilement. Le cas [ < 0 se fait de maniere analogue.

Montrons que (1/v,) tend vers 0. Soit € > 0 et soit A = 1/e > 0.
On sait qu’il existe ng tel que pour n > ng on ait v, > A. On a donc
0 < 1/v, <1/A=ce. Cela démontre la convergence voulue.

3) Faisons ¢a un peu plus rapidement, pour n assez grand on a

A A
u+v_2+2
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D’ou la premiere propriété. De méme, pour n assez grand on a
UpUy > VAVA=A.

D’ou la seconde propriété.

Enfin, pour terminer, voyons, a travers des exemples, que les cas dits
“indéterminés” peuvent effectivement donner lieu a tous les scénarios.

Tout d’abord la situation “0 x 00”, qui vaut aussi pour “co/oc”. Soit «, 5 €
N* et v € R. La suite u,, = 1/n® tend vers 0, la suite v, = n® + v tend vers
+00. Le produit u,v, tend vers 0 si a > (3, vers 400 si a < [ et vers 7 € R
si « = (3. On peut donc avoir toutes les limites possibles.

On peut méme ne pas avoir de limite du tout : v, = (2 + (—1)")n tend
vers +00, la suite u,, = 1/n tend vers 0 et pourtant la suite u,v, = 2+ (—1)"
n’a pas de limite.

7

Voyons maintenant les cas de type “(4+00)+(—00)”, ou “(+00) — (+00)
Si on prend u, = n® et v, = n® 4 7, elles tendent toutes les deux vers +oo.
Pourtant v,, — u,, tend vers +00 si § > «, tend vers —oo si § < « et vers v
si « = . Enfin, en prenant u,, = n + (—1)" et v, = n on a un exemple o
u, — v, n’a pas de limite. O

Le théoreme suivant est souvent tres utile pour montrer qu’une suite a
une limite donnée.

Théoréme 2.5.2 (Théoréme des gendarmes) Soient (uy,), (v,) et (wy)
3 suites réelles.

1) Si les suites (uy,) et (wy,) ont la méme limite | € R, et si on a
Uy < v, < wy

(aw moins a partir d’un certain rang), alors limv, = .

2) Si (uy) a pour limite 400 et si
Uy, < Uy,

(aw moins a partir d’un certain rang), alors limv, = +o0.

3) Si (wy,) a pour limite —oo et si
Un < Wy

(aw moins a partir d’un certain rang), alors limv, = —oo.
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Démonstration Faisons le cas 1) en détails, les autres cas sont laissés
comme exercices.
Soit € > 0, il existe ng tel que pour n > ny on ait :

'univnéwn,
lu, — 1] <e,
| Jwn, — 1] <.

En particulier on a

Ce qui donne
l—e<v,<l4+e <= |v,—1|<e.
O
Enfin nous terminons sur un théoreme tres important d’existence de lim-
ite.
Théoreme 2.5.3 Toute suite monotone admet une limite. Plus précisement:

1) Toute suite croissante majorée admet une limite finie
[ = sup{u,; n € N}.

2) Toute suite croissante non majorée tend vers +oc.

3) Toute suite décroissante minorée admet une limite finie
| =inf{u,; n e N}.
4) Toute suite décroissante non minorée tend vers —oo.

Démonstration

1) C’est une conséquence assez simple de la caractérisation du sup (Théoréme
1.4.3). L’ensemble
A={u,; neN}

est non vide et majoré par hypothese. Il admet donc un sup noté [. Par le
Théoreme 1.4.3, pour tout € > 0 il existe a € A tel que [—a < e. Autrement
dit, il existe un ny € N tel que [ — u,, < ¢. Comme la suite est croissante,
on a forcement, pour tout n > ng

l—u, <cec.
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Ce qui prouve le résultat annoncé.

2) Si la suite est non majorée cela veut dire que pour tout A > 0 il existe un
no € N tel que u,, > A. Mais comme la suite est croissante, cela veut dire
que u, > A pour tout n > ng. C’est exactement la définition du fait que
lim u,, = +o0.

Les autres cas ont traités de maniere identique. Il

Théoréme 2.5.4 (Suites adjacentes) Si(uy,) et (v,) sont deux suites, ['une
croissante et lautre décroissante, telles que u, < v, (au moins a partir d’un
certain rang). Silimv, —u, = 0 alors (u,) et (v,) sont convergentes et ont
méme limite finie.

Démonstration On a u, < v,, mais comme (v,) est décroissante, on a
u, < vg. Et cela est vrai pour tout n € N. Donc la suite (u,) est majorée.
Par le Théoreme 2.5.3 elle admet une limite [ € R.

Avec le méme genre de raisonnement (v,,) est décroissante minorée donc

convergente vers un I’. Mais si on veut que limu,, — v, = 0 il faut que [ = ['.
O

2.6 Sous-suites
Soit (u,) une suite réelle. Une sous-suite de (uy,) est une suite
Vg = Uy, , k€N

ou (ng) est une suite strictement croissante a valeurs dans N.

Lemme 2.6.1 Toute suite strictement croissante (nyg) dans N vérifie ny > k
pour tout k € N. En particulier elle tend vers +o00.

Démonstration C’est vrai pour k£ = 0. On raisonne ensuite par récurence :
si ng > k, comme ny1 > nyg cela donne ngq > k et donc ngyq > k+1. O

Au lieu de sous-suite, on parle parfois de suite extraite.

Proposition 2.6.2 Si (u,) est une suite ayant pour limite | € RU {400} U
{—0o0} alors toute sous-suite de (u,) converge vers la méme limite. En par-
ticulier si une suite (u,) admet des sous-suites ayant des limites différentes
alors (uy,) n'admet pas de limite.
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Démonstration Nous donnons la preuve dans le cas ou la limite est [ € R.
Les autres cas sont laissés au lecteur. Soit £ > 0, alors il existe ng € N tel
que |u, — | < e pour tout n > ng. Soit (u,, ) une sous-suite de (u,). Soit ko
tel que ng, > ng, alors pour k > ko on a ny > ng et donc |u,, —1| <e. Ce
qui prouve la convergence annoncée.

La deuxieme remarque vient juste de la contraposée de la propriété établie
ci-dessus. 0

Notre but maintenant est de démontrer un théoreme fondamental de
I’analyse, le théoreme de Bolzano-Weierstrass. Tout d’abord une premiere
étape.

Théoréme 2.6.3 (Théoréme de Ramsey) Toute suite réelle admet une
sous-suite monotone.

Démonstration Soit (u,) une suite réelle. On considere l'ensemble
A={neN; Vk>n, u, <u,}.

Concernant cet ensemble A deux cas se présentent : ou bien A est fini (y
compris vide), ou bien il est infini.

Si A est fini ou vide, il admet un élément maximal ny (on pose ng = —1
dans le cas ou A est vide). On pose py = ng + 1, donc py ¢ A. Par définition
de A, on sait qu'il existe p; > po tel que u,, > wu,, (car sinon py € A). De
meme, il existe p; > p; tel que u,, > 7, car sinon p; € A. Et ainsi de suite,
par récurrence on construit une suite strictement croissante d’entier (py) tels
que up, ., > u, pour tout k. On a bien construit une sous-suite croissante
de (uy).

Si A est infini, alors on peut écrire A = {p,; n € N} ou (p,) est une
suite strictement croissante d’entiers. On a en particulier u,, . , < u,, par
définition de A. Ainsi la sous-suite (u,,) est décroissante. O

Théoréme 2.6.4 (Théoréme de Bolzano-Weierstrass) Toute suite réelle
bornée admet une sous-suite convergente.

Démonstration Soit (u,) une suite réelle bornée. Par le Théoreme de
Ramsey elle admet une sous-suite monotone. Cette sous-suite monotone est
aussi bornée, donc par le Théoreme 2.5.3, elle est convergente. ([l

2.7 liminf et limsup (hors programme)

Soit (u,) une suite réelle, bornée pour commencer. On pose, pour tout n € N

M, = sup{u,; p>n}.
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La suite (M,,) est décroissante, car pour m > n l'ensemble {u,; p > m}
est inclus dans {u,; p > n} et donc son sup est forcément plus petit. La
suite (M,,) est aussi bornée, comme (u,), donc elle admet une limite finie
(Théoreme 2.5.3) que 'on note

lim sup u,, ,

la limite supérieure de (u,). Notez bien que cette limite existe toujours,
quelque soit la suite bornée (u,). Notez aussi que

limsupu, = lim sup u,.
=0 p>p

Maintenant pose, pour tout n € N
my, = inf{u,; p >n}.

La suite (m,) est croissante, car pour m > n lensemble {u,; p > m} est
inclus dans {u,; p > n} et donc son inf est forcément plus grand. La
suite (m,,) est aussi bornée, comme (u,), donc elle admet une limite finie
(Théoreme 2.5.3) que I'on note

lim inf u,, ,

la limite inférieure de (u,). Notez bien que cette limite existe toujours,
quelque soit la suite bornée (u,,). Notez aussi que

liminfw, = lim inf w,.
n—-+oo p>n

Dans le cas ou la suite (u,,) est non majorée on pose lim sup u,, = +00 ; la
suite (m,,) est croissante mais non majorée, elle peut tendre vers une limite
finie aussi bien que vers +00. Dans ce dernier cas on a aussi lim inf u,, = +o0.

Si la suite (u,,) est non minorée on pose liminf u,, = —oco. ; la suite (M,,) est
décroissante mais non minorée, elle peut tendre vers une limite finie, aussi
bien que vers —oo. Dans ce cas on a aussi lim sup u,, = —o0.

Notez que 'on a toujours
lim sup u,, > lim inf u,,

(exercice).

Voici la principale application de ces notions de liminf et lim sup.



30 CHAPTER 2. LES SUITES

Théoréme 2.7.1 Une suite réelle (u,) admet une limite | € RU {+o0} U
{—o0} si et seulement si

lim sup u,, = liminf w,, ,

auquel cas la limite | de (u,) est cette valeur commune de limsupu, et
lim inf u,,.

Démonstration Dans un sens. Si (u,) tend vers [ € R, alors pour tout
e > 0 il existe ng € N tel que |u,, —I| < € pour tout n > ng. En particulier
pour n > ng on a

supu, <l +¢.

p=n
Ce qui prouve que limsupu,, <[+ ¢c. Comme ceci est vrai quelque soit € on
a limsupu, <![. De méme pour n > ng on a

infu, >1—¢.

p2n
Ce qui prouve que liminfu, > [ —¢c. Comme ceci est vrai quelque soit € on
a limsupu, > [. Comme limsupu, > liminfu, cela implique que les deux
limites sont égales a [.

Si (uy,) tend vers +o00 alors elle est non majorée et donc lim sup u,, = +00.
De plus, pour tout A > 0 il existe ng € N tel que u,, > A pour tout n > nyg.
Ce qui veut dire que inf,>, u, > A pour n > ng et donc que m,, > A (avec
les notations de ci-dessus). Donc la suite croissante (m,,) tend vers +oo et
lim inf u,, = 400.

Le cas de la limite —oo se traite exactement de la méme facon.

Nous montrons maintenant la réciproque. Si limsupwu, = liminfu, =
[ € R alors pour tout € > 0 il existe ng € N tel que pour tout n > ngy on ait

supu, <l+¢e et infu,>10—c¢.
p>n p=zn

En particulier, |u, — {] < e pour tout p > ny. Ce qui démontre la convergence
annoncée.
Nous laissons au lecteur les autres cas en exercice. O

2.8 Le critere de Cauchy

La plupart du temps, pour montrer qu'une suite est convergente il faut avoir
une intuition de ce que vaut sa limite et ensuite montrer cette convergence
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(lun — 1] < €). Le résultat que nous allons établir ici est fondamental. Il
caractérise le fait qu'une suite converge (vers une limite finie) sans que 1'on
ait besoin de connaitre cette limite.

On dit qu’une suite (u,) est de Cauchy si

Ve>0, dng e N; p,g>ng = |u, —uyl <e.
Lemme 2.8.1 Toute suite de Cauchy est bornée.

Démonstration Pour ¢ > 0 fixé, soit ng tel que décrit ci-dessus. On a en
particulier
|tp — tny| < &

pour tout p > ny. Donc la suite (u,,) est bornée a partir de ng. Elle est donc
bornée. U

Théoréme 2.8.2 (Critére de Cauchy) Une suite réelle (u,) converge vers
une limite finie si et seulement si elle est de Cauchy.

Démonstration Si (u,) tend vers [, alors (en faisant court, avec les nota-
tions habituelles maintenant), on a pour p,q > ng

[up — ug| < fup =1+ ug — 1| < 2¢.

Donc elle est de Cauchy.

Réciproquement si (u,) est de Cauchy alors elle est bornée par le lemme
ci-dessus. Par le Théoreme de Bolzano-Weierstrass elle admet une sous-suite
convergente (uy, ), de limite {. Il existe un ng € N tel que pour k > ng on ait
|un, — | < /2 et tel que pour p,q > ng on ait |u, — u,| < e/2. Soit k > nyg
on a ng > k (par le Lemme 2.6.1) et

Jun = 1| < Jup, = wn, | + [y, =1

Ce qui prouve que (u,) converge vers [. d

2.9 Les suites complexes

Le cas des suites a valeurs dans C plutot que R ne differe pas beaucoup du
cas réel. La seule vraie différence vient de ce qu’il n’existe pas d’ordre total
sur C. Ainsi on utilise pas de notion d’ordre sur C et certaines notions sur
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les suites disparaissent sur C : suites croissantes ou décroissantes, +00, —o0,
sup, inf, lim sup, liminf, etc.

Pour ce qui concerne la convergence simple vers une valeur finie les choses
changent peu, il suffit de remplacer les valeurs absolues par des modules !
En effet, une suite (u,) a valeurs dans C converge vers une limite [ € C si et
seulement si

Ve>0, IngeN; n>ng = |u, — 1| <e.

Une suite complexe (u,,) admet une partie réelle (x,) et une partie imag-
inaire (y,) qui sont des suites réelles telles que w, = z, + iy, pour tout
n.

Il est facile de montrer que la suite (u,) converge dans C vers [ = x + iy
si et seulement si (x,,) converge vers x et (y,) converge vers y.

Le théoreme de Bolzano-Weierstrass et le critere de Cauchy restent vrais
dans le cas complexe.

2.10 Approximation des réels

Avec le langage des suites et des limites nous pouvons maintenant revenir
sur les nombres réels et leur propriétés d’approximations.

Tout d’abord revenons sur le sup.

Théoréme 2.10.1 Soit A C R un ensemble non vide et majoré, soit o =
sup A. Alors il existe une suite (u,,) a valeurs dans A telle que limu,, = «.

Ce résultat reste aussi valable lorsque A est non vide mais non majoré,
i.e. que sup A = +0o0.

Démonstration D’apres le Théoreme 1.4.3, pour tout n € N* il existe
u, € A tel que @ —u, < 1/n. La suite (u,) ainsi construite vérifie bien les
propriétés annoncées.

Si ’ensemble A est non majoré, alors pour tout n € N il existe u,, € A
tel que w,, > n. La suite (u,) est incluse dans A et tend bien vers +oco. [

Revenons maintenant sur la densité de Q dans R.

Théoréme 2.10.2 Pour tout r € R il existe une suite (¢,) C Q telle que
limg, =r.

Démonstration On utilise le Théoreme 1.4.2 : pour tout n € N* il existe
qn € Q tel que ¢, € Q tel que g, €|r,r + 1/n[. Cette suite (g,) vérifie les
propriétés annoncées (en utilisant le théoreme des gendarmes). 0



2.10. APPROXIMATION DES REELS 33

Dans le théoreme ci-dessus on voit bien qu’il y a plein de suites de ra-
tionnels qui convergent vers r et que de plus la démonstration du théoreme
ci-dessus ne donne pas de procédé constructif pour construire une telle suite.
Nous allons maintenant passer un peu sur une approximation rationnelle tres
importante : le développement décimal.

Théoréme 2.10.3 Pour tout r € R il existe une suite unique (my,) tels que :
- mg € Z et pour pour n > 1 on ait m, € {0,1,...,9},
— la suite (m,) ne termine pas par une suite infinie de 9,

- on ait

n—-+00

r= lim mg+ ka 107%.
k=1

Démonstration On pose mg = [r] et r; =7 —mg. On a alors r € [0,1] et
donc 10r; € [0,10[. Soit my = [10r], on a donc bien m; € {0,1,...,9}. On
pose ro = 10r; — my € [0, 1]. Notez qu’on a

my T2

T:mo—i‘ﬁ‘f—ﬁ.

Et ainsi de suite, on construit par récurrence, pour tout N € N*, une famille
(my)1<n<n dans {0,1,...,9} telle que

N
r
T:m0+ E mklo_k—kﬁ
k=1

avec ry.1 € [0,1]. Sion pose gy = mo+ Y n_, my 107, on a alors |r — qy| <
10~ et donc lim gy = r. On a démontré I'existence de la suite vérifiant la
troisieme propriété.

Pour le moment rien n’empéche cette suite de terminer par une infinité
de 9. Mais notez que si

z=0,00...009999999 ... = 10" x 0,9999999 . ..
alors, comme nous ’avons montré en début de chapitre, on a aussi
r=10" x1=10"" =0,00...01.

On conclut facilement.

Il reste & montrer I'unicité. Admettons que I'on ait deux telles suites (m,,)
et (p,). On a en particulier

[r] =mo = po.
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Ensuite
[10(r — mg)] = my = p1 .

Et ainsi de suite, on conclut facilement par récurrence. O]

L’unique suite associée a r € R qui vérifie les propriétés ci-dessus est
appelée développement décimal de 7.

On connait tous au moins une partie du développement décimal de 7 :
T = 3,14159265358979323846264338327950288 . . .

qui ne s’arréte pas. On connait aujourd’hui des milliards de décimales de 7.

Mais comment reconnaitre dans un développement décimal qu'un nom-
bre est rationnel ou irrationnel ? C’est une propriété tres remarquable du
développement décimal que l'on puisse faire la différence. On dit qu'un
développement décimal (m,,) associé a r est périodique a partir d’un cer-
tain rang si au dela d’'un rang ng € N la suite (m,,) est périodique, y compris
le cas d’'un développement fini (on considere qu’il y a une suite de 0 pour
finir.

Théoreme 2.10.4 Soit r € R de développement décimal (my,). Alors r est
rationnel si et seulement si (my,) est périodique a partir d’un certain rang.

Démonstration Tout d’abord montrons que tout nombre rationnel a son
développement décimal qui est périodique. Soit r = p/q un rationnel, que I'on
peut supposer appartenant & [0, 1], apres lui avoir retiré sa partie entiere. Si
on regarde la construction de la suite (m,,) correspondant a son développement
décimal, on voit que cela correspond a effectuer la division euclidienne de p
par ¢q. En effet, multiplier par 10 correspond a ”abaisser le 07, ensuite comme
p < ¢ la division de 10p par ¢ donne un diviseur appartenant a {0,1,...,9}
et un reste appartenant a {0,1,...¢ — 1}. Et ainsi de suite.

Deux scénarios sont alors possibles : soit le reste est a un moment 0,
la division s’arréte et elle est donc périodique, soit elle ne finit pas. Mais
comme les différents restes appartiennent a un ensemble fini {0,1,...q — 1},
forcement & un moment la suite des reste repasse par la méme valeur. Alors
la division euclidienne donnera le méme diviseur, le méme reste etc. La suite
devient périodique. Faites par exemple la division a la main de 1 par 7.

Nous montrons maintenant pour conclure que tout réel r dont le dévelop-
pement décimal est périodique a partir d'un certain rang est forcément un
rationnel. Un tel réel s’écrit comme un rationnel mg, m; mo ...m,, plus la
partie périodique :

s=0,00...00p1ps ...PkP1IP2 --- PK ---
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On a
10"s =0,p1p2 ... Pk PLP2 -+ PK - -
100K s =pP1p2...PK,P1P2 --- PK ---
10n0+K5—p1p2 .prk=0,p1p2...PkPID2 ... PK ---
10K s — pipy . pr = 10™s.
Ainsi s est rationnel. O

Remarque : Il est important de noter que tout ce que nous avons fait ici
avec le développement en base 10 peut se faire de méme avec n’importe quelle
autre base. En particulier il y a une autre base qui est vraiment importante
parfois, c’est la base 2. On parle alors de décomposition dyadique des réels.

2.11 Questions de cours

Les choses a retenir absolument de ce chapitre sont :
— Formule pour la somme d’une suite géométrique.

— Si une une suite est donnée par u, 2 = au,;1 + bu, savoir exprimer u,, en
fonction de n (équation caractéristique, forme générale de la solution avec
des parametres A, p). Savoir calculer A et p si ug et u; sont donnés.

— Définitions exactes des limites de suites (finies, infinies).
— Toute suite convergente est bornée. Avec la démonstration.

— Opérations sur les limites : connaitre le théoreme. Etre capable de retrouver
facilement les arguments pour montrer que limite de la somme c’est la somme
des limites, idem pour le produit, idem pour 1/co. Etre capable de sortir
des exemples de formes indéterminées qui donnent tous les comportements
possibles.

— Le théoreme des gendarmes.

— Toute suite monotone admet une limite. Cas majoré, cas non majoré. Avec
démonstration.

— Suites adjacentes : définition, théoreme principal.

— Sous-suites : définition, elles ont la méme limite que la suite principale
(et la contraposée : si une suite admet deux limites différentes pour des
sous-suites, alors elle est non convergente).

— Théoreme de Ramsey
— Théoreme de Bolzano-Weierstrass
— Suite de Cauchy : définition, théoreme principal (Critere de Cauchy).
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— Il existe toujours une suite qui tend vers le sup.

— Tout réel est limite d’une suite de rationnels.



Chapter 3

Fonctions d’une variable réelle

3.1 Définitions de base, terminologie

Une fonction réelle est une application f d’'un ensemble D C R dans un
ensemble A C R. C’est a dire qu’a tout élément x € D la fonction f associe
une valeur f(z) € A. On note ¢a :

f:D — A
r — f(x).

On note f la fonction et f(z) sa valeur au point . Pour parler d'une fonction
précise on peut par exemple parler de la fonction x — 2.

Pour un z € D, la valeur y = f(z) € A est "image de x par f. Inverse-
ment x est I'antécédent de y.

L’ensemble D est le domaine de f, ¢’est 'ensemble des points ou la fonc-
tion est bien définie. On le note parfois Dom f

L’ensemble

{f(z); x € D}

est I’image de f, on le note Im f ou Ran f.
Plus généralement, pour tout ensemble ¥ C Dom f on note

F(E) = {f(z); v € B}
Pour tout ensemble F' C Ran f on note
f7H(F) ={z € Dom f; f(x) € F}.
Enfin, le graphe de f est I’ensemble
Iy = {(z, f(2)); = € Dom f}.

37
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Une fonction f est dite injective si pour tout =z # y € Dom f on a
f(x) # f(y). Cela veut dire en particulier que tout y € Ran f a un unique
antécédent.

Une fonction f est dite surjective sur A C R si pour tout y € A il existe
x € Dom f tel que f(x) =y. Autrement dit, si tout élément de A admet un
antécédent.

Une fonction f : D — A est dite bijective si elle est a la fois injective et
surjective. Dans ce cas, pour tout y € A il existe un unique x € D tel que
f(xz) = y. Cet unique x associé & y est noté f~1(y). On définit ainsi une
nouvelle fonction

f1: A — D
y — [T(@).

Notez bien la relation importante

r=[f"y) <= fl@)=y.

La fonction f~1 est la fonction réciproque de f.

Notez que f~! est alors aussi bijective (exercice) et que (f~1)™' = f

(exercice).

Proposition 3.1.1 Si f est bijective alors le graphe de f~1 est le symétrique
du graphe de f par rapport a la droite (y = x).

Démonstration Soit (a,b) un point de I'y, alors cela veut dire qu’il existe
x € Dom f tel que a =z et b= f(x). Le symétrique de ce point par rapport
a (y = x) est le point (b, a), c’est a dire (b, f~*(b)). C’est donc bien un point
de I'y—1. Ainsi le symétrique de I'y est inclus dans I'y-1.

Avec un raisonnement en tout point similaire on voit que le symétrique
de I'y-1 est inclus dans I'y. On conclut facilement. O

Soient f et g deux fonctions réelles telles que Ran f C Dom ¢g. On peut
alors définir la fonction composée

gof : Domf — Rang
z o g(f(z)).

Notez que, si f est bijective alors f~' o f(z) = x pour tout € Dom f
et que fo f~1(y) =y pour tout y € Ran f.

On dit qu’une fonction f : D — A est croissante si pour tout x <y € D
on f(x) < f(y). Elle est strictement croissante si pour tout © < y € D on

f(@) < f(y)-
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On dit qu'une fonction f : D — A est décroissante si pour tout x < y €
D on f(x) > f(y). Elle est strictement décroissante si pour tout © < y € D

on f(x) > f(y).
Dans tous les cas on dit que f est monotone, resp. strictement monotone.
Vous noterez qu’'une fonction strictement monotone est injective. Le con-
traire n’est pas vrai, je vous laisse trouver tout seul un contre exemple.

3.2 Exemples

Voici une premiere petite liste de fonctions usuelles.

3.2.1 Fonctions affines
Ce sont toutes les fonctions de la forme
flz)=ax+0b

pour un a et un b fixés dans R. Le graphe est a chaque fois une droite.
Elles sont toutes définies sur R.

Figure 3.1: f(z) =1, f(x) =z, f(z) =22+ 3, f(x) = -2+ 3
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3.2.2 Fonctions puissances

Tout d’abord les puissances entieres : f(z) = 2", pour un « € N. Fonctions
définies sur R.

Figure 3.2: f(z) = 2°, f(z) = 2!, f(z) =22, f(z) = 23
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Ensuite les inverses de puissances entieres : f(z) = ™", pour un n € N,
Elles sont définies sur R*.

Figure 3.3: f(z) = 1/2°, f(x) =1/, f(z) = 1/2?, f(x) = 1/23
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Ensuite les racines n-iemes : f(z) = 2'/". Elles sont définies sur R,

nr

(.5

! ] 2 3 4 5

Figure 3.4: f(x) = 2'/1, f(x) = 22, f(z) = 2'/3, f(z) = 2/*

1/n

Notez que quand n est impair, on peut définir /™ sur tout R en posant

xl/n _ _(_x)l/n )

C’est encore 'unique réel y tel que y" = x. Lorsque n est pair il n’y a pas
de telle extension.
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La combinaison de toutes ces fonctions puissances permet de définir les
fonction puissances rationnelles. En effet, soit ¢ € Q, de la forme ¢ = a/b,
a € Z, b € N*, alors pour tout x > 0 on pose

q _ a/b _ 1/bya _ (,.a\1/b

Les fonctions puissances rationnelles sont donc définies sur RY.

an

0ar

1 1 2 5 4 5

Figure 3.5: f(z) = a~7/%, f(z) = a~1/2, f(a) = 2119, f(z) = 219, f() =
22, Flz) = 28/3

Notez les propriétés importantes suivantes qui se démontrent facilement
(exercice).

r =1

17=1
xa—l—b — x° l‘b

xab — (xa)b'
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donc
" =1/z".
De méme
(xl/n)n _ .271 —r
donc x!/™ est la racine n-ieme de z.

On appelle fonctions homographiques les fonctions de la forme

ar +b

fle) = cr+d

ol a, b, c,d sont des réels, avec ¢ # 0. Notez qu’on a alors

a b—%l
f(x)_z+cx+d'

Si bc = ad alors la fonction f est constante. Sinon, en translatant le graphe
de f du vecteur (d/c,a/c) on obtient

et en appliquant une homothétie de coefficient ¢/(bc—ad) on obtient le graphe
de 1/x.
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3.2.3 Valeur absolue et partie entiere

10

=10 =3 m—

Figure 3.6: f(x) = |z|, f(z) = E[x]
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3.2.4 Autres fonctions

Citons quelques autres fonctions que nous verrons plus en détails plus tard.
Les fonctions exponentielle et logarithme.

Figure 3.7: f(z) = ¢*, f(z) = In(x)
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Les fonctions trigonométriques cosinus, sinus, tangente.

~

Figure 3.8: f(z) = cos(z), f(x) = sin(z), f(z) = tan(x)

3.3 Limites

La définition des limites pour les fonctions est assez proche de ce que l'on a
vu pour les suites. La différence vient essentiellement du fait que pour les
suites on ne pouvait considérer que la limite quand n tend vers +oo. Pour
une fonction f on peut considérer la limite de f en tout point de son domaine,
ou du “bord” de son domaine.

L’idée de base est la méme. On dit que la limite de f est b quand = tend
vers a si, pour toute marge € > 0 petite et choisie a I'avance, la fonction
vérifie | f(z) — b|] < e pour peu qu’on prenne z suffisamment proche de a, i.e.
|z — a|] <0, pour un certain 4.

Voici les définitions. On considere une fonction f définie sur un domaine
D. On ne peut parler de limite de la fonction f qu’en des points adhérents
a D, c’est a dire des points qui sont limites d’une suite de points de D. Cela
inclut en particulier les points de D eux-mémes. De maniere équivalente, un
point p € R est adhérent a D si et seulement si

Ve>0, dJzeD; |zx—p|<e.



48 CHAPTER 3. FONCTIONS D'UNE VARIABLE REELLE

On peut aussi regarder la limite de la fonction f en 400 et en —oo si ces
valeurs sont limites de points de D (i.e. si D est non majoré, resp. non
minoré). On dit parfois, pour faire plus simple, dans ces cas que +oco (ou
—o0) est adhérent a D. On ne dit par contre pas point adhérent dans ces
cas.

Nous pouvons maintenant passer aux définitions des limites.

On dit que
lim f(z) =0

si
Ve>0,30>0; z€D, |[xr—a| <0 = |f(z)—b| <e.

On dit que
lim f(z) = +o0

si
VA>0,30>0; z €D, |[x—a|<0 = f(z) > A.

On dit que
lim f(z) = —o0

si
VA<0,30>0; z€D, |[x—a| <0 = f(z) <A.

On dit que
lim f(z)=">

T——+00
si
Ve>0,3B>0; z€D, 2>B = |f(z)—-b| <e.

On dit que
li =
L () = oo
si
VA>0,3B>0; z€ D, 2> B = f(z) > A.
On dit que

li =—
i flw) = —o0

sl

VA<0,3B>0;z€ D, z2>B = f(z)<A.

Avec les limites de fonctions on a aussi les notions trés importantes de limites
a gauche et de limites a droite.
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On dit que
lim f(x)=10

r—a+
si
Ve>0,30>0;2€D,a<zr<a+d = |[f(x)—b <e.

On dit que
lim f(z)=10

si
Ve>0,30>0;2€D,a—0<z<a = |f(x)—0b<e.

On dit que

Jim f(z) = +oo

si
VA>0,30>0; z€D,a<zx<a+0 = f(x)>A.

On dit que
lim f(z) =+o0

si
VA>0,30>0;2€D,a—0<zr<a = f(z)>A.

etc.

3.4 Propriétés des limites

Il existe une caractérisation utile des limites de fonctions en terme de suites.

Proposition 3.4.1 Une fonction réelle f admet une limite | finie, ou in-
finie, en un point a € R U {+o00,—00} si et seulement si, pour toute suite
(x,) dans Dom f telle que limx, = a, on a lim f(z,) = 1. On a la car-
actérisation analogue pour les limites a gauche et a droite.

Démonstration Faisons le cas d'une limite finie, en un point fini. Les
autres cas sont laissés en exercice.

Silim,_, f(x) = [ et si (z,) est une suite dans Dom f telle que limz,, = a
alors

Ve>0,30>0; x€Dom f, |t —a| <6 = |f(z) -] <e.

Mais pour ce 6 > 0 donné, on sait qu’il existe ng € N tel que pour tout
n > ng on ait |z, —al < §. On aura donc |f(x,) — 1] < e. D’ou le résultat
dans un sens.
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Pour prouver la réciproque on va raisonner par ’absurde. Supposons le
contraire de lim,_, f(z) = {. C’est a dire supposons

Je >0, V0 >0, dJx€Dom f; |z —a| <6, [flx) =1 >¢.

Prenons 6 = 1/n et notons x,, un de ces x tels que ci-dessus. On a |z,, — a| <
1/n, donc la suite (x,) tend vers a (et elle est incluse dans Dom f). Mais
pourtant |f(z,) —!I| > € et donc (f(z,)) ne tend pas vers [. On a montré
qu’il existe une suite (x,) dans Dom f qui tend vers a et telle que (f(x,)) ne
tend pas vers [. Ce qui est exactement la contraposée de “pour toute suite
(x,) dans Dom f telle que limz,, = a, on a lim f(z,) =1". O

Avec cette caractérisation par les suites de la limite des fonctions, on voit
assez facilement que tous les résultats du Théoreme 2.5.1 vont passer, sans
modification, aux limites de fonctions pour 'addition, la multiplication, le
quotient etc. Nous n’énoncons pas explicitement ce théoreme.

Par contre on a un point nouveau avec les fonctions, ce sont les compo-
sitions de limites.

Proposition 3.4.2 Silim, ., f(z) =1 et silim,_; g(x) = L alors lim,_,, go

f@)=L.

Démonstration Soit ¢ > 0, il existe 6 > 0 tel que pour tout x € Dom g
tel que |z — 1] <6 on ait |g(x) — L| < e. Soit &' > 0 tel que si € Dom f
et |x —a| < 6" alors |f(x) — | < 4. On a donc pour |z — a| < ¢ la relation
lg(f(x)) —L| < esix € Dom f et si f(z) € Dom g, c’est a dire si z €
Dom g o f. D’ou le résultat. 0

On dit qu’une fonction f a une certaine propriété P (par exemple est
croissante) au wvoisinage d'un point a adhérent a Dom f, si il existe § > 0
tel que la propriété P est vérifiée pour tout x € Dom fN[a —n,a+n]. On
dit qu’une fonction f a une propriété P au voisinage a gauche d’un point a
adhérent a Dom f, si il existe 0 > 0 tel que la propriété P est vérifiée pour
tout € Dom f N [a —n,al. De méme on définit voisinage a droite.

On dit que f a une propriété P au voisinage de +00 si 400 est adhérent
a Dom f et si il existe A > 0 tel que que la propriété P est vérifiée pour tout
x € Dom fN[A,+ool. On a la définition analogue en —oo.

Avec cette notion de propriété au voisinage, on a les analogues suivants de
théoremes déja démontrés pour les suites. Les démonstrations découlent tres

facilement de la caractérisation de la convergence par les suites (Proposition
3.4.1).
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Théoréme 3.4.3 Soit a € RU{+00, —oc0}. Si f est croissante au voisinage
de a alors f est convergente en a. En particulier :

—~ 51 f est croissante majorée au voisinage a gauche de a, alors f admet une
limite finie a gauche en a.

- Si f est croissante non majorée au voisinage a gauche de a, alors f tend
vers +00 a gauche en a.

— Si f est croissante minorée au voisinage a droite de a alors f admet une
limite finie a droite en a

- Si f est croissante non minorée au voisinage a droite de a alors f tend
vers —oo a droite en a.

On dispose aussi d’un critere de Cauchy pour la convergence des fonctions.
Une fonction réelle f est de Cauchy au point a € R si

Ve>0, 30>0; z,y€Dom f, |[xr—a| <6, |[y—a| <5 =
= [f(z) = fly)l <e.

Une fonction f est de Cauchy en 400 si
Ve>0,dA>0; z,y€Dom f,x >A, y>A = |f(z)— fly)| <e.
On a la définition analogue en —oo.

Théoreme 3.4.4 Une fonction réelle f admet une limite finie en a € R U
{+00, —00} si et seulement si elle est de Cauchy en a.

Démonstration Faisons en détail le cas ou @ € R. Les autres cas sont
laissés au lecteur. Si f admet pour limite [ € R au point a alors, pour tout
e > 0 il existe § > 0 tel que pour tout x € Dom f tel que |z — a| < 0 on ait
|f(x) — 1] <e/2. En particulier, si z,y € Dom f sont tels que |z —a| < § et
ly —al <dona

1f(x) = f)| < |f(x) =1+ |fly) =1l <e/2+¢e/2=¢.

Ce qui prouve que f est de Cauchy en a.

Inversement, si f est de Cauchy en a, alors comme a est adhérent a
Dom f, prenons une suite (z,,) dans Dom f qui tend vers a. Le critere de
Cauchy pour la fonction f dit

Ve>0, 30>0; z,y€Dom f, [t —a| <0, l[y—a| <d =
— |f(x) = fly)l <e.
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Soit maintenant ng € N tel que pour n > ng on ait |z, —a|] < . On a donc,
pour tout m,n > ng 'inégalité |f(x,) — f(zm)| < e. En fait on a prouvé que
la suite (f(z,)) est de Cauchy. Elle admet donc une limite finie [ (Théoreme
2.8.2). Il reste a prouver que cette limite [ est aussi la limite de f.

Comme on a

[f (@) = 1] < [f(x) = fan)| + |f(zn) =]

on majore le premier terme a droite par /2 grace au critere de Cauchy et le
deuxieéme terme par /2 grace a la convergence. On montre ainsi facilement
la convergence voulue. 0

3.5 Continuité

Une fonction f est continue en un point a € Dom f si

lim f(z) = f(a).

r—a
Si f est continue en tout point @ d’'un ensemble A C Dom f, on dit que f
est continue sur A.

Sia € Dom f est un point adhérent de Dom f, on dit que f se prolonge
par continuité en a si | = lim,_, f(x) existe et est finie. Dans ce cas, on
prolonge f en posant f(a) = [, qui devient du coup continue en a.

Par exemple, z — f(z) = sin(x)/x est fonction définie seulement sur R*.
Mais on peut montrer que lim, o f(z) = 1. Donc f trouve un prolongement
naturel en posant f(0) = 1, ce qui en fait une fonction continue sur tout R.

Le théoreme qui suit rassemble les opérations usuelles sur les fonctions qui
préservent la propriété de continuité. C’est un théoreme maintenant facile
(nous laissons la preuve au lecteur) mais néanmoins trés important, puisque
¢’est celui qui justifie la continuité de la plupart des fonctions.

Théoreme 3.5.1 Soient [ et g deux fonctions réelles.

1) Si f et g sont continues au point x alors f + g et fg sont continues au
point z. Il en va de méme pour f/g a condition que g(x) # 0.

2) Si f est continue en x et si g est continue en f(x) alors go f est continue
en x.

Corollaire 3.5.2 Soit f une fonction réelle. Si (u,) est une suite dans
Dom f qui converge versl € Dom f et si f est continue enl, alorslim f(u,) =

f).
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Quelques exemples des fonctions continues, avec les preuves.

1) Toutes les fonctions puissances sont continues sur leur domaine de définition.
En effet, pour les puissances entieres on a, pour tout x,h € R

(x+h)"=2"4+h Z (;) Rl
i=1

Le dernier terme a droite tend vers 0 quand h tend vers 0, donc limy,_o(z +
h)™ = z". On a prouvé la continuité de x — z" sur tout R.

Maintenant, par le Théoreme 3.5.1, on voit facilement que
— Toutes les fonctions polynomes sont continues sur R,

— Toutes les fonctions quotients de polynomes sont continues en tout point
ol le dénominateur ne s’annule pas. Ca vaut en particulier pour les fonctions
1/x™.
Passons aux racines n-iemes. On prend z > 0 fixé et on considere d’abord
h > 0. Comme on a
(/") =+ T

avec T' > 0, on en déduit que

(xl/n + hl/n)n Z x+ L
et donc

2V 4 > (g4 p)YT

1/n

(la fonction z — x'/™ est croissante, on I’a déja vu). Donc finalement

(Z'—F h)l/n —,Cljl/n < hl/n

Prenons maintenant z > 0 et A < 0 de telle sorte que z + h > 0. On va
trouver de la méme maniére

/™ — (x+ h)l/" < (—h)l/”.
L’un dans ’autre on a montré que, dans tous les cas, on a

Ca prouve bien la convergence vers 0 de (z + h)Y/™ — 2'/" quand h tend vers
0. Donc les fonctions racines n-iémes sont continues sur R*.

En appliquant le Théoreme 3.5.1 pour la composition des fonctions, on voit
que toutes les fonctions puissances rationnelles sont continues sur R .
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Prenons d’autres fonctions tres classiques. La fonction valeur absolue est
continue sur R car
|z + Al = [=]| < [A]

comme on peut le vérifier assez facilement (faire 4 cas).

On peut aussi démontrer facilement la continuité de cos et sin sur R. En
effet, on a |sin h| < |h| pour tout h, comme on peut le vérifier directement
sur le cercle trigonométrique. Donc sin est continue en (0. Ensuite comme
cosh = v/1 —sin® h pour —7/2 < h < 7/2, on voit que cos est aussi continu
en 0. Finalement, avec les formules

cos(z + h) = cosx cosh — sinxsin h

et
sin(z + h) = sinx cos h + cos x sin h

on a facilement la continuité de cos et sin en tout point. La continuité de
tan en découle par quotient, en tout point ou cos ne s’annule pas.

Nous passons maintenant a la fonction exp. Soit u, = 1/2", n € N. La
suite exp(uy,) est décroissante (car exp est croissante) et minorée par 1. Donc
elle converge vers une limite [ > 1. Comme on a

exp(un) = exp(up+1)’

pour tout n, alors la limite [ vérifie | = [ (en passant & la limite sur les
deux suite ci-dessus). Donc [ = 1. Avec un raisonnement analogue, on voit
facilement que limexp(—1/2") = 1.
Soit maintenant (v,) une suite qui tend vers 0. Soit € > 0, choisissons Ny
tel que
{exp(l/QNO) —1<e

1 —exp(—1/2M) <¢.

Il existe alors ny € N tel que pour tout n > ng on ait |v,| < 1/2%0 i.e.

1 o < 1
C9Ng = Un = 9No
et donc ) )
exp(—5x0) < exp(vn) < exp(r)

Ce qui donne finalement

l—e<exp(v,) <1l+e¢.
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On a montré que limexp(v,) = 1. Cela prouve la continuité de exp en 0. La
continuité de exp sur R vient alors facilement de l'identité

exp(x + h) = exp(x) exp(h).

Pour la continuité de In on y arrive soit par une méthode analogue a
celle de exp, & la main, en commencant par les suites In(2+/2") et la relation
In(ab) = Ina + Inb etc. Soit en utilisant un théoreme de continuité des
fonctions réciproques, que nous allons montrer plus loin.

3.6 Théoréemes fondamentaux

Dans cette section nous allons montrer deux des théoremes les plus impor-
tants concernant les fonctions continues (a savoir absolument).

Théoreme 3.6.1 Si f est une fonction réelle continue sur un intervalle
fermé borné |a,b] alors f atteint son max et son min sur cet intervalle.
Autrement dit, il existe c_,cy € |a,b] tel que f(c-) < f(x) < f(cy) pour
tout x € [a, b].

Démonstration Nous faisons toute la démonstration en détail pour le max.
Le cas du min en découlera facilement en remplacant f par —f.

Tout d’abord, nous montrons que f est majorée sur [a,b]. En effet si f
est non majorée sur [a,b] alors pour tout n € N il existe z,, € [a,b] tel que
f(z,) > n. En particulier la suite (f(x,)) tend vers +o00. Mais la suite (z,,)
est bornée, elle admet donc une sous-suite convergente (Bolzano-Weierstrass),
disons (z,, ) convergeant vers [. Comme la suite (x,, ) est dans [a, b], sa limite
[ aussi. Comme f est continue au point [ on doit avoir lim f(z,,) = f(I). Ce
qui contredit le fait que lim f(x,,) = +00. Donc f est majorée sur |[a, b].

L’image de [a, b] par f est un ensemble non vide et majoré, elle admet donc
un sup, noté M. D’apres la caractérisation du sup on sait qu’il existe une
suite dans f([a, b]) qui converge vers M. Autrement dit il existe une suite (u,,)
dans [a, b] telle que lim f(u,) = M. On fait alors le méme raisonnement, cette
suite (u,) bornée admet une sous-suite convergente (uy, ), de limite notée
¢t € la,b]. Par continuité de f au point ¢y on a f(cy) = lim f(u,,) = M. O

Théoréme 3.6.2 (Théoréme des valeurs intermédiaires) L ’image d’un
intervalle par une fonction continue est un intervalle. Autrement dit, si f est
une fonction continue sur un intervalle I de R, alors quelque soient a,b € 1
avec f(a) # f(b), quelque soit v entre f(a) et f(b), il existe ¢ entre a et b tel

que f(c) = .
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Démonstration On peut treés bien supposer que a < b et f(a) < f(b) pour
fixer les idées ; les autres cas se démontrent exactement de la méme fagon.
Soit v €| f(a), f(b)[. Considérons ’ensemble

A={x€la,b]; f(z) <wv}.

Cet ensemble est non vide car il contient a et majoré par b. Donc il admet
un sup noté ¢. Comme ce nombre c est limite d’une suite d’éléments de A et
que f est continue en ¢ on a f(c¢) < v. Nous voulons prouver que f(c) = v
ce qui démontrerait le théoreme.

Supposons par 'absurde que f(c¢) < v. Posons ¢ = (v — f(c))/2. Par
continuité de f au point ¢ on sait qu’il existe § > 0 tel que si z € [¢, ¢+ 0]
alors |f(z) — f(c)| < e. En particulier cela donne f(z) < (v+ f(c))/2 < v.
Donc tous les points de [¢, ¢ + 0| sont encore dans A. Ce qui contredit le fait
que ¢ est un majorant de A. On a donc montré que f(c) = v.

Notez que comme f(c) # f(a) et f(c) # f(b) on a forcement ¢ # a et
c#b. OJ

Corollaire 3.6.3 L image d’un intervalle fermé borné par une fonction con-
tinue est un intervalle fermé borné.

Démonstration FEn effet, par le Théoreme précédent, 'image est un inter-
valle. Par le Théoreme 3.6.1, la fonction f atteint un max et un min dans
I'intervalle, donc I'image est un intervalle fermé [f(c—), f(c+)]. O

3.7 Monotonie et continuité

Proposition 3.7.1 Une fonction injective et continue sur un intervalle I
est forcément strictement monotone.

Démonstration Prenons 3 points x1 < x5 < x3 de I. Supposons que
f(zq1) < f(z3) (si c’est le contraire, on inverse facilement le raisonnement).
Alors nous allons montrer que forcément f(z1) < f(z2) < f(x3). En effet, si
par exemple f(z2) < f(x1) (on ne peut pas avoir f(zs) = f(x1) a cause de
I'injectivité), d’apres le Théoreme des valeurs intermédiaires f prend toutes
les valeurs de lintervalle [f(x2), f(z3)] dans l'intervalle [z3,x3]. Donc en
particulier f repasse par la valeur f(x1), ce qui contredit I'injectivité. Si on
a plutot f(za) > f(x3) on fait un raisonnement analogue.

On a montré que f est strictement monotone sur tout triplet de points
de I. Cela s’étend facilement a tout quadruplet {a,b,c,d}, en regardant les
deux triplets {a, b, c} et {b,c,d}.
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Maintenant prenons o < 3 quelconques dans I. Supposons que f(«a) <
f(B). Soient z < y quelconques dans I, différents de a, 3. Alors, en ap-
pliquant la monotonie stricte de f sur le quadruplet {«a, 3, x,y} on trouve
f(z) < f(y). On a prouvé que f est strictement croissante. Si on avait
supposé f(a) > f(B) on aurait trouvé f strictement décroissante. O

Théoreme 3.7.2 Toute fonction f strictement croissante sur un intervalle
la,b[ admet des limites a gauche et a droite en tout point de cet intervalle.
Ces limites sont

fle=) = Jim f(t) = sup{f(t); t <)

et
f(e+) = Jim f(t) = inf{f(1); ¢ >z},

L’ensemble des points de discontinuité de f est au plus dénombrable.

Démonstration Soit zy €]a, b] fixé. La fonction f est croissante au voisi-
nage de xg, donc en particulier au voisinage a gauche et elle est majorée par
f(xg), donc elle converge a gauche. On raisonne de méme a droite.

Soit maintenant E l’ensemble des points de discontinuité de f, qui est
strictement croissante. Pour chaque x € F la fonction f a une limite a gauche
f(z—) et une limite a droite f(z+) qui vérifient par hypothese f(z—) <
f(z+). Soit g(x) un rationnel tel que f(x—) < g(z) < f(z+). Notez que
si 1 < @9 sont deux éléments de E alors f(z1,) < f(x2_) et donc q(z1) <
q(z2). L’application ¢ : E — Q est donc injective. Elle est bijective sur son
image qui est un sous-ensemble de Q. Donc E est au plus dénombrable. [J

Proposition 3.7.3 Une fonction strictement monotone sur un intervalle I
est continue si et seulement si son image est un intervalle.

Démonstration On a déja démontré un sens : si f est continue, I'image
de I est un intervalle.

Inversement, si f est, par exemple, strictement croissante et si f avait un
point de discontinuité z, on aurait f(x—) < f(xy). Mais comme f(z—) =
sup{f(t); t <x} on a f(t) < f(x—) pour tout ¢ < x. De méme on f(t) >
f(z+) pour tout ¢t > x.

Donc dans I'image de f il y a au plus un point dans 'intervalle | f (z—), f(z+)],
c’est f(z). Quoi qu’il en soit I'image de f n’est pas un intervalle. (I

Théoreme 3.7.4 Soit f une fonction continue injective sur un intervalle I.
Soit J = f(I), alors f est bijective de I dans J et sa fonction réciproque =
est continue sur J.
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Démonstration Il est clair que f est surjective dans J, par définition de
J. Donc f est bijective est admet une fonction réciproque f~! bijective de J
dans [.

Comme f est injective et continue, elle est strictement monotone. Donc
/71 aussi (exercice). Finalement f~! est strictement monotone, son image
est un intervalle, donc f~! est continue. O

3.8 Retour sur exp, In et puissances

Je ne rappelle pas ici les définitions et les propriétés bien connues des fonc-
tions exp : x — €” et In(xz). Par contre je veux revenir sur certaines
propriétés en lien avec les fonctions puissances.

Rappelons que pour n € Z et pour x > 0 on a

In(z") = nln(z)

et donc

2" = exp(In(z")) = e"@

Dans le cas des puissances rationnelles cela marche de la méme fagon. En

effet, siz >0 et y = 2/" on a x = 3" et donc In(z) = nIn(y) ou encore
1
= — In(x).
y=— In(z)

Ce qui donne finalement
2" = exp(In(z'/")) = en (@) |
Enfin, si ¢ = a/b est rationnel, on a
27 = (/%)

et donc
29 — (@)

C’est cette formule que 1'on retient pour définir les puissances quelconques.
Soit a € R, la fonction x — x* est définie sur R7 par

% = 2 In(z) )

Elles vérifient les propriétés suivantes

=z,
1“=1,
vty = (vy)*,

@ zP = gotP

a\B _ ,.af
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3.9 Comparaison de fonctions

Dans la suite D est une partie non vide de R et a est un élément de R U
{+00, -0}, adhérent a D \ {a}. Les fonctions dont on parle sont toutes
définies sur D.

On dit qu’une fonction f est négligeable devant une fonction g au voisinage
de a, 'l existe une fonction € sur D, telle que lim, ., e(z) =0 et

f(z) = e(z) g().

On écrit alors que f = o(g) au voisinage de a.

Par exemple 2 = o(x?) au voisinage de 0, puisque z° = x x 2% et que
e(x) = x tend vers 0 en 0. Ou encore x? = o(z°) au voisinage de +o0o, puisque
x? = 2% x 1/23 etc.

3

Théoreme 3.9.1 Quelques soient o, 3,7 > 0 on a
(In(z))* = o (2") et 7 =o0(e7)
au voisinage de +00 et on a
In(z)|* = o (z77)
au voisinage de 0.

Démonstration Nous allons commencer par démontrer que

x

e
lim — =+o00.
r——+00 I
Soit x > 0 et p = E[z], on a
e’ e? 2P
> >

Mais on peut facilement démontrer par récurrence que pour n > 5 on a

2n
>n.
n+17—

En effet
24 2" 2n+l)  2(ntl)

n+2 n+l n+2 — n+2
qui est plus grand que n + 1 des que n > 2. Cela démontre la convergence
annoncée.
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En particulier, en élevant a la puissance (3, on a
e
lim — =400,
r——+00 J]ﬁ
pour tout § > 0. Maintenant, pour tout 3,7 > 0 on a

Jz
e 5

SONON
v B
Quand z tend vers +oo alors y = vz /3 tend vers +00 aussi et donc
e eBy
T
tend vers +o00.
Nous avons ainsi démontré que lim, ., 2°/e’* = 0 ce qui prouve que
2P = o(e?®).
Regardons maintenant
In(x)~
B
Si on pose y = In(z) la quantité ci-dessus s’écrit
LA
ey’

(07

Quand z tend vers +oo alors y aussi et donc y*/e tend vers 0. Ce qui
prouve la relation voulue en +oo.

Enfin, regardons au voisinage de 0, la limite de |[In(x)|* /2=°. Posons

= 1/z, la quantité ci-dessus vaut |Iny|” /y°. Quand x tend vers 0 alors y

tend vers 400 et la quantité ci-dessus tend vers 0. 0]

Proposition 3.9.2

1) Au voisinage de a, si f = o(g) et si g = o(h) alors f = o(h).

2) Au voisinage de a, si fi = o(g1) et fo = 0(g2) alors fifa = 0(g192) .
3) Au voisinage de a, si fi = o0(g) et fo = o(g) alors fi + fo = o(g) .
4) Au voisinage de a, si f = o(g) alors 1/g = o(1/f).

Toutes les démonstrations des résultats ci-dessus sont évidentes et laissées
au lecteur. Par contre, notez bien qu’il ne faut pas faire les erreurs suivantes.

—Si f1 = o(q1) et fo = o(g2) alors il n’est pas vrai que f1+ fo = 0(g1+9o) -
En effet, on a au voisinage de 0, 2* = o(z) et —2® = o(—z + 2*) mais par
contre z2 — 23 n’est pas un o(x?).

— Avec les quotients de fonctions rien de général ne marche.

Notez qu’avec nos notations on écrit f = o(1) au voisinage de a pour dire
f tend vers 0 en a.
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3.10 Equivalence de fonctions

On dit que f est équivalente a g au voisinage de a si

lim M:1.
% g()

On note cela f ~, g, ou bien f ~ g au voisinage de a. Notez que c’est
équivalent & f = g + o(g) au voisinage de a.

Théoréme 3.10.1

1) La relation ~ au voisinage de a est une relation d’équivalence entre fonc-
tions : elle est symétrique, réflexive et transitive.

2) Si f ~q g alors lim,_,, f(z) existe si et seulement si lim,_, g(z) existe.
Dans ce cas les limites sont égales.

3) On peut prendre le produit, le quotient (si bien défini) et les puissances
des équivalents.

4) Silim, ., ¢(x) =a et si f ~q g alors fod~y goo.

Démonstration

1) Le fait que f ~, f est une évidence.
Si f ~g galors f(z) = (1 +e(x))g(z) ou lim, ., e(x) = 0. Mais dans ce
cas, en posant

oy _E)
=T

on a lim, ,,&'(z) =0et g(x) = (1 —&'(x))f(z). Ainsi g ~, f.

Enfin, si f ~, g et g ~, halors f = (1 +¢)get g = (1+¢)h dou
f=(1+4¢e+¢ +ee)h ce qui donne le résultat facilement.
2) On a g(z) = (1 +¢&(z))f(x) donc lim,_, g(x) = L.

61) Ona f(¢(x)) = (1+e(p(x)))g(¢(x)), mais lim,, _p e(p(x)) = limg ., () =

3) Si f1 ~a g1 €t fo ~, go alors

fi(@) fo(z) = (1 +e1(2))(1 + e2(2))g1(2) g2()
= (1 +¢e1(2) + e2(x) + e1(z)e2()) g1 (7)g2() -
filr) _ 14e(x) gi(x)
fo(z) 1+ e2(z) golz)

= (14 (@)1 — () 2
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On passe facilement aux puissances n € Z en itérant le résultat ci-dessus, du
coup on passe aux puissances rationnelles (si les fonctions sont > 0). Pour
les puissances quelconques, si f et g sont > 0 et f ~, g alors

F(2)* = @U@ — galn((Le@)o(@) _ galn(ite(@) jaln(g@)

La limite de e*™+2(*)) quand x — a est clairement 1, d’ou le résultat. O
Les erreurs a ne pas faire avec les équivalents :

— En général on ne peut pas additionner (ou soustraire) des équivalents. Par
exemple 22— 1~y —x et T~ x, par contre x? %o 0.

— On ne peut pas composer les équivalents par une fonction a gauche. Par
exemple 2% + x ~, o %, mais
6x2+:c

lim — = lim e =400
rz—+oo €T T——+00

et donc e’ F* oL e®”.

Théoréme 3.10.2 (Equivalents importants en 0)
e ~1+uw

In(l+z)~=x

sin(z) ~ x

cos(xz) ~ 1+ ‘%2

tan(z) ~ x .

Non démontré pour le moment.

3.11 Dérivabilité

Soit f une fonction réelle et a € Dom f tel que a soit aussi adhérent a
Dom f\ {a}. On dit que f est dérivable en a si

i f@) = f(@)
e w—a

existe et est finie. Cette limite est alors notée f'(a), la dérivée de f au point
a. Souvent on écrit la condition ci-dessus plutot sous la forme

. fle+h) = flx)
i h = /'{a).
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De la méme facon on définit les fonctions dérivables a gauche en a, dérivables
a droite en a. On parle alors de dérivée a gauche et de dérivée a droite, parfois
notées f'(a—), f'(a+).

Si f est dérivable en tout point d’'un ensemble I (souvent un intervalle),
on dit que f est dérivable sur I. Dans ce cas, on peut considérer la fonction

I - R

C’est la fonction dérivée de f sur I.

Une remarque extrémement importante. Si f est dérivable au point a
cela veut dire que si 'on pose

€(h): f(a—i_h})L_f(a) —f’(a)

alors

Ou encore
fla+h) = f(a) + hf'(a) + he(h),

ou ¢ est une fonction qui tend vers 0 quand A tend vers 0. Ce qui veut dire
fla+h) = f(a) + hf'(a) + o(h)

au voisinage de 0, ou encore

au voisinage de a.

Comment doit-on comprendre une telle relation ? Elle veut dire que pres
de a la fonction f est presque affine (f(a+h) = f(a)+hf'(a)) et qu’'en disant
¢a on commet une erreur he(h) c’est a dire bien plus petite que h (surtout
quand h est petit). Le plus souvent d’ailleurs £(h) est de l'ordre de h

Notez que l'inverse est vrai, si

fla+h) = f(a) + hy+ o(h)
alors

o fat )~ ()

h—0 h

existe et est égale a 7. Ce qui veut dire que f est dérivable en a et que

f'(a) =1.
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Proposition 3.11.1 Une fonction f dérivable en a est forcement continue
en a.

Démonstration En effet f(a+h) = f(a)+hf'(a)+o(h) donc limy,_q f(a+
h) = fla). .

Théoreme 3.11.2 Si f et g sont dérivables au point a alors f+ g et fg le
sont aussi avec

(f+9)(a)=f(a)+4(a) et (f9)(a)=f(a)g(a) + fla)g'(a).
Si de plus g(a) # 0 alors f/g est dérivable en a et
M\ fa)gla) - fa)g'(a)
(g> = g(a)? |
Démonstration Pour 'addition c’est facile

flath)+gla+h)—(fla)+g(a) _flath)—[fla)  glath)—g(a)
- :

h h

Pour le produit, on peut écrire

fla+h)gla+h) = (f(a) +hf'(a)+ o(h))(g(a) + hg'(a) + o(h))
= f(a)g(a) + h(f'(a)g(a) + fa)g'(a)) +
+ (o(h)h(f'(a) + ¢'(a)) + h*f'(a)g'(a) + o(h)o(h))
= f(a)g(a) + h (f'(a)g(a) + f(a)g'(a)) + o(h).
D’ou le résultat.
Voyons enfin la dérivée de 1/g. Notez d’abord que
1+1h7 =1—hy+ e =1—hy+o(h).
On a
(N 1
gla+n) — g(a)+ hg'(a) +o(h)
1 1
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Cela prouve que 1/g est dérivable en a, de dérivée

(-4

La formule pour (f/g)" découle alors facilement par

(2) @=rats -0

g g9(a)

i

Théoréme 3.11.3

1) Si g est dérivable au point a et si f est dérivable au point b = g(a) alors
fog est dérivable au point a et

(f o g)(a) =4d'(a) f'(g(a)).

2) Si f est bijective, continue et f'(a) # 0 alors =1 est dérivable en b = f(a)
et

Démonstration
1) On sait que g(a + h) = g(a) + hg'(a) + o(h) et que f(b+ h) = f(b) +
Rf'(b) + o(h). En particulier
f(gla+h)) = f(b+hg'(a) + he(h))
= f(b) + (hg'(a) + he(h)) f'(b) + o(h)
= f(g(a)) + hg'(a) f'(b) + o(h) .

2) Posons b = f(a), de sorte que f '(b) = a. Comme f~' est continue

(Théoreme 3.7.4) on a f~1(b+h) = f~1(b) +~(h) ou limy,_qv(h) = 0. Donc
Fbh) — <b>: a+(h) ~a
h fla+~(h) = fla)
(h)
v(h)f'(a) +~(h)e(y(h))
1
~ Pla)+e(v(n)

Quand h tend vers 0 alors y(h) tend vers 0 et e(y(h)) aussi. Donc la limite
de 'expression ci-dessus est

1 1

frla) — fFHB))
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3.12 Fonctions usuelles

Voyons a la main la dérivabilité et la dérivée des fonctions usuelles.
La fonction f(z) =z™. On a

fla+h) = f@)  (@+h) —an

h B h
k
n—1 2 n k—2,.n—k
B nha™t +h*> 7, <n) hF 2z
a h
=na"' +o(h).

Ce qui donne le résultat bien connu que f est dérivable sur tout R et que
f(x) = na" L.

Pour f(z) = 27" = 1/x,, on utilise le théoreme général pour 1/g et on
voit que cette fonction est dérivable sur R*, de dérivée

(Y = D T

g g(x)? 2

Regardons la fonction z — z'/" sur R*. C’est la fonction réciproque de
f ¢ x— 2" sur RT. Donc elle est dérivable, de dérivée

“1Y/ () — 1 _ 1 :lxl/n—l
VO =50y = a2t

Pour les puissances rationnelles on utilise la composition des fonctions :
29 = (2'/%)¢ = f o g. Donc elle est dérivable (sur R* ), de dérivée

(F0.9)(0) = o/a) lafa)) = (a1 afa

a/b—1

= =qu?!.

b

Donc dans tous les cas, on a toujours trouvé la méme formule : (z7) =
qri—t.

On va s’attaquer aux dérivées de sin, cos et tan. On va commencer par

le résultat clef :
r sin h _1
[ A
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Dans le cercle trigonométrique on regarde le secteur d’angle h petit (i.e.
€] —7n/2,7/2[). La surface du tringle intérieur est inférieure a la surface du
secteur angulaire, qui est inférieure a la surface du triangle extérieur :

%cos(h) sin(h) < tan(h) .

<
-2

[N e

Ce qui donne
sin(h) 1
< .
h = cos(h)
Quand A tend vers 0, les deux membres qui encadrent tendent vers 1, d’ou
le résultat.

cos(h) <

En particulier ce résultat montre que sin est dérivable en 0, de dérivée 1.
Ou encore

sin(h) = h+o(h) .
Comme cos(h) = /1 —sin(h)?, pour h > 0 petit, on a

cos(h) = \/1 — h2 + o(h2).

Mais la dérivée de y/x au point 1 est 1/2, donc

V1 —h2+o(h?) = 1+%(—h2+o(h2))+5(h)(—h2+o(h2)) =1- %h2+o(h2) :

En particulier
. cos(h)—1
lim ————— =

h—0 h 0.

On peut maintenant revenir a sin(z). On

sin(x + h) —sin(x)  cos(z)sin(h) + cos(h) sin(z) — sin(x)

h h
in(h h)—1
smfg ) + sin() cos(h) |

= cos(z)

La limite quand h tend vers 0 est donc ici cos(z). On a montré que sin’(x) =
cos(x).
De la méme fagon

cos(x + h) —cos(xz)  cos(x)cos(h) — sin(h) sin(z) — cos(z)
h h
cos(h) — 1
h

sin(h) .

— sin(x) 7

= cos(x)
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La limite quand h tend vers 0 est ici —sin(z). On a montré que cos'(z) =
—sin(z).

Pour tan(x) on utilise la dérivée de quotient (seulement pour les points
ol cos ne s’annule pas !) :

() — sin’(x) cos(z) — sin(x) cos'(x) R an?(x
tan'(z2) cos?(z) cos?(z) L+ tan™(z).

Pour les fonctions log et exp la dérivabilité fait en fait partie de la
définition. En particulier log(x) est défini par

W(z) =L, log(l)=0.
a

Du coup exp(z) étant la fonction réciproque, on a

1

= Toglon@) ~ @)

exp'(z)

Du coup on peut regarder la dérivée des fonctions puissances réelles. Soit
r € R alors sur RY est définie la fonction

x" = exp(rlog(x)).
Elle est donc dérivable, de dérivée

r—1

r exp(rlog(z)) = rx
x

Faites bien attention & une chose. Si a est un réel > 0 alors la fonction

T +— a”

est bien définie sur R, elle est en fait égale & e*'°8(®)  Elle est dérivable, mais
sa dérivée n’est certainement pas za® ' ! Cest en fait log(a)e®!°8(®) c’est &
dire log(a)a®.

3.13 Théorémes fondamentaux de la dérivation

Proposition 3.13.1 Si f est dérivable et croissante sur I alors sa dérivée
est positive sur I.
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Démonstration En effet, si h > 0 alors

flx+h) - fx)

h 20
et si h < 0 alors
fat = 1),
Donc en passant a la limite, 'inégalité reste. Il

On dit que f : D — R admet un minimum local au point a € D si il
existe 0 > 0 tel que |z —a| < § implique f(z) > f(a). C’est a dire que sur
I'intervalle [a — d,a + ¢] la fonction f atteint un minimum au point a.

De la méme fagon on définit un maximum local. On parle d’extremum
local pour parler indifféremment de maximum ou de minimum local.

Proposition 3.13.2 Si f : I — R est une fonction dérivable et que I est
un intervalle ouwvert, alors si a est un extremum local on a f'(a) = 0.

Démonstration Supposons par exemple que f admette un minimum local
en a. Le cas oll ¢’est un maximum se traite de la méme maniere. Soit 7 tel
que les ensembles {r € I; a—n <z <a} et {rel; a<z<a+n}soient
non vides (ce qui est toujours possible car I est ouvert). Si z est dans le
premier ensemble, alors

f@) i) _
r—a
si x est dans le second ensemble, alors
f@) - fla)
T —a

Comme les deux quantités tendent vers f’(a) lorsque z tend vers a, alors

f'(a) = 0. O

Théoréme 3.13.3 (de Rolle) Si f : [a,b] — R est continue sur [a,b],
dérivable sur la,b[ et si f(a) = f(b) alors il existe ¢ € [a,b] tel que f'(c) = 0.

Démonstration Si f est une fonction constante sa dérivée est toujours
nulle, il n’y a rien a prouver. Supposons f non constante. Alors f admet
un minimum global et un maximum global sur [a,b] et ils sont de valeurs
différentes. Comme f(a) = f(b), au moins une des deux valeurs a ou b n’est
pas un de ces extrema globaux. Ca veut dire qu’il existe ¢ €]a, b[ qui soit un
extremum global de f. Donc f’(¢) = 0. O

Attention, la réciproque est fausse : ce n’est pas parce que f’(a) = 0 que ga

veut dire que a est un extremum local. Prenez par exemple a = 0 pour la

fonction x — x3.
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Corollaire 3.13.4 Si f : I — R est dérivable et si sa dérivée est a stricte-
ment positive alors f est strictement croissante.

Démonstration Comme sa dérivée ne s’annule pas, f est injective (grace
au Théoreme de Rolle : si f n’est pas injective, sa dérivée s’annule). Donc
f étant continue, elle est strictement monotone (Proposition 3.7.1). Elle est
forcément strictement croissante, sinon elle serait strictement décroissante et
sa dérivée serait négative. OJ

Attention, la réciproque est fausse : une fonction peut tres bien étre stricte-
ment croissante et avoir sa dérivée qui s’annule (par exemple f(z) = z%).

Théoréme 3.13.5 (des accroissements finis)

1) Egalité des accroissements finis Soit f : [a,b] — R, continue sur
la,b], dérivable sur)a,b[. Alors il existe ¢ €|a,b| tel que
f(b) - f(a)
/ —_—
f (C) - b—a .

2) Inégalité des accroissements finis Si de plus il existe m et M des réels
tels que m < f'(t) < M pour tout t €]a,b[, alors

m(b—a) < f(b) — f(a) < M(b—a).
En particulier, si supey,|f'()| est fini, alors

[f(a) = f(O)] < sup [f'(£)] (b—a).

t€la,b|

Démonstration

1) Posons v = (f(b) — f(a))/(b—a) et g(x) = f(z) — y(z — a) sur [a,b]. La
fonction g est, comme f, continue sur [a, b], dérivable sur |a, b] et elle vérifie
g(a) = f(a) et g(b) = f(a). Donc par le théoreme de Rolle il existe ¢ €|a, b]
tel que ¢'(c) = 0. Mais comme ¢'(z) = f'(z) — v, cela donne f'(c) = 7.
2) On a d’apres 1) :
f@) = fla) = f(c)(b—a),

mais comme b — a est positif, on passe a I'inégalité sur m < f'(c¢) < M.

Enfin si M = sup,e), | f'(t)] existe, on a donc —M < f'(t) < M pout
tout ¢ €]a, b| et on conclut facilement. O

Proposition 3.13.6

1) Une fonction f dérivable sur un intervalle I et dont la dérivée est a valeurs
positives est forcement croissante.

2) Une fonction [ dérivable sur un intervalle I et dont la dérivée est toujours
nulle est forcément constante.
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Démonstration

1) Prenons deux valeurs x < y dans I, alors par 1’égalité des accroissements
finis on a

fly) = f@) = [y — x)
pour un ¢ €]z, y[. Comme f'(c) est positif par hypothese, on a f(y) > f(x).
Donc f est croissante.

2) Méme idée que ci-dessus, sauf que comme f’(¢) = 0 on en déduit que
/(&) = f(y) pour tus z,y. 0

Proposition 3.13.7 Soit f : [ — R, continue sur I, dérivable sur I\ {a}.
Si f' admet une limite | au point a alors f est dérivable en a et f'(a) = .

Démonstration Soit (x,,) une suite dans I\ {a} qui converge vers a, posons
hn, = |a — x,|. On sait qu'il existe ¢, €|x,,a] ou €]a,x,[, donc dans tous les
cas dans |a — h,,a + h,], tel que

Flw) = fla)

T, —Q

fen) =

Comme h,, tend vers 0 la suite (¢,) tend vers a, par le théoreme des gen-
darmes. Par hypothese f'(c,) tend vers [. On a donc montré que

o ) = Sl

n—+oo Tn —a

=1

pour toute suite (z,) qui tend vers a. Par la caractérisation séquentielle de
la limite, cela veut dire que

i 1) = f(@)

r—a r —a

=1.

Autrement dit, le résultat annoncé. O
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Chapter 4

Equations différentielles

4.1 Introduction

Le but des équations différentielles est de résoudre des équations ou les in-
connues sont des fonctions (et non pas des nombres comme d’habitude), ces
équations relient la fonction inconnue f a sa dérivée, éventuellement a des
dérivées supérieures (f”, f"”, -) et a d’autres fonctions. Par exemple :

2f"(x) = 3f'(x) + f(x) = cos(x),
f'(@) +a(z)f(z) = b(x),
(f'(t))* + 2exp(f()) = cos(t).

Ces équations arrivent tres naturellement dans énormément situations
différentes, soit en mathématiques, soit dans des modeles en physique, en
biologie, en économie.

Un exemple que vous connaissez bien sans doute, I’équation du mouve-
ment d’un objet physique ponctuel lancé avec une vitesse initiale et soumis
au champ de la pesanteur :

ma"(t) = —myg.
Ou encore un ressort soumis a la gravité et a la force de rappel
maz"(t) = —kxz(t) — myg
ou avec frottement
ma” (t) = —kxz(t) — va'(t) — mg .

En toute généralité la résolution d'une équation différentielle vraiment
quelconque est un probleme qui peut étre extrémement difficile, parfois méme
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du niveau de la recherche. Au cours de cette année nous verrons deux familles
simples. Pour ce semestre nous ne regarderons qu’'un seul type :

2'(t) + a(t)x(t) = b(t)

ol a et b sont des fonctions fixées, données.

4.2 Equations linéaires d’ordre 1, sans second
membre

L’ordre d'une équation différentielle est le numéro de la dérivée la plus élevée
qui apparait dans I’équation. Une équation différentielle d’ordre 1 est donc
une équation différentielle qui ne fait intervenir que f et f’.

Dire que 'équation est linéaire, c’est dire que f et f’ n’apparaissent
qu’avec des coefficients, mais pas sous des formes du genre f'(¢)?, cos(f’(t)).

Le type d’équation que I'on va apprendre a résoudre est exactement celles
de la forme

Z'(t) + a(t)x(t) = b(t) . (4.1)

Une petite question de notations : souvent ces équations apparaissent
dans la littérature, écrites sous d’autres formes mais qui veulent dire exacte-
ment la méme chose. Par exemple :

y'(t) + a(t)y(t) = b(t)
y'(z) + a(z)y(z) = b(z)
y' +a(t)y =b(t)

y' +az)y = b(z)

etc...

On commence par la forme dite sans second membre:

y(2) = —ale)y(a). (4.2)

On rappelle qu'une fonction A est une primitive de a si A est une fonction
dérivable telle que A’(x) = a(z) pour tout z. Les primitives de A sont unique
a constante additive pres, c’est a dire que toute autre primitive de a s’écrit

B(z) = A(z) + C.

Théoreme 4.2.1 Les solutions de l’équation différentielle 4.2 sont toutes de
la forme

y(x) = A exp(—A(z)) (4.3)
ou A est une primitive de a et A une constante réelle. La constante réelle A
est déterminée dés qu’une valeur de y est fixée en un point.
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Démonstration Tout d’abord vérifions que les fonctions de la forme (4.3)
sont solutions. On a

Y () = A(=A'(z)) exp(=A(z)) = (—a(x)) A exp(—A(z)) = —a(z) y(z) .

Vérifions maintenant 1'unicité. Prenons y une solution quelconque et posons

2(z) = y(x) exp(A(x)). On a

#(x) = y'(x) exp(A()) + a(z) y(x) exp(A(x))
= —a(z) y(z) exp(A(z)) + a(z) y(z) exp(A(z))
=0.

Ce qui veut dire z(x) = C et donc y(z) = C exp(—A(z)).
Si on fixe une valeur de y, par exemple y(z) = o, alors ¢a veut dire
A exp(—A(zo)) = yo

et donc A\ = yo exp(A(xg)). d

4.3 Equations linéaires d’ordre 1, avec second
membre

Nous allons maintenant apprendre a résoudre le cas général (4.2). On notera
(E) I'équation générale et Fy 1’équation sans second membre.

Théoréme 4.3.1 L’ensemble des solutions de (E) est formé de toutes les
fonctions y de la forme y = z(z) + X exp(—A(x)) ot z est une solution
quelconque de (E) et A € R. De plus, la aussi, la solution est entiérement
déterminée par la donnée de la valeur de y en un point.

Démonstration Montrons d’abord qu’elles forment des solutions de (E).
On a

Ce sont bien des solutions de (E).
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Il reste a voir qu’on les a toutes comme ¢a. Soit y une solution quelconque

de (E), considérons v(z) = (y(z) — z(x)) exp(A(z)). On a

v'(z) = (' () — 2'(2)) exp(A(2)) + (y(x) — 2(2)) a(z) exp(A(z))
= (—a(z)y(z) + b(z) + a(z)z(z) — b(x)) exp(A(z))+
+ (y(2) — 2()) a(z) exp(A(x))
=0.
Donc v(xz) = C et on conclut facilement. O

4.4 'Trouver des solutions particulieres

La seule difficulté est donc maintenant d’étre capable de trouver au moins
une solution de (£). Il y a principalement deux méthodes.

La méthode dite de la wvariation de la constante. En fait ¢a veut dire
qu’on cherche z sous la forme

Dans ce cas on a

Z() = N(x) exp(~A(x)) — a(x) A(x) exp(—A(x)
() + a(2)2(z) = N(2) exp(~A(x)).

Donc trouver une solution de cette forme c’est résoudre
N (x) exp(—A(x)) = b(z)

ou encore
A(x) = b(x) exp(A(x)).
Le probleme se ramene a un calcul de primitive.

Ce calcul peut-étre plus ou moins difficile, voir impossible explicitement,
tout dépend de la situation.

L’autre méthode consiste a deviner tout simplement une solution partic-
uliere en voyant la forme de 1’équation différentielle. Par exemple a essayer
des solutions ayant une certaine forme (P(z)e®, Pi(x) cos(z) + Py(z) sin(z),
etc).

Faisons ensemble un exemple. Résoudre ¢y’ + 4y = z + 1, avec y(0) = 1.

L’équation sans second membre y’ + 4y a pour solutions

y(x) = Ae ™.
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Par variation de la constante on doit résoudre
N(z) = (2 +1)e".

On essaye A(z) = (az? + bx + ¢) e**. On a alors

N(z) = (2ax + b + daz® + 4bx + 4c) ** .

Ce qui donne les conditions
4da=1, 2a+4b=0, b+4c=1.

Cestadirea=1/4, b=-1/8, ¢=9/32.

Solution générale :

Et surtout, on vérifie a la fin :

1 1
y'(x) = ST g 4ret"

y/(2) + dy(a) = ® + 1.

Maintenant on met la condition y(0) = 1, ce qui donne

9
2 pa=1
32"

d’out A =23/32 et

1, 19 23
yw) =g gt

7
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Chapter 5

Fonctions circulaires et
hyperboliques

5.1 Fonctions circulaires réciproques
Le but de cette section est de définir et d’étudier toute une famille de fonc-
tions tres utiles, les fonctions réciproques des fonctions circulaires usuelles

cos, sin, tan. Comme aucune d’entre elles n’est une bijection il faut faire
attention aux domaines de définition.

5.1.1 Arccos

La fonction cos est continue, strictement décroissante de [0, | dans [—1, 1].

Lo

05

D5

=l0F

Figure 5.1: f(z) = cos(z) sur [0, 7]
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C’est donc une bijection pour ces ensembles. On appelle arccos la fonction
réciproque de cos sur ces ensembles. Ainsi arccos est définie de [—1, 1] dans
0, 7).

C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.

wmk

Figure 5.2: f(x) = arccos(x)

Comme cos est dérivable, de dérivée — sin qui ne s’annule pas sur |0, [,

alors arccos est dérivable sur | — 1, 1[, de dérivée
1 1
/ = = — .
(arccos) () cos’(arccos(z)) sin(arccos(x))

Mais sur cet intervalle [0, 7] on a
sin(x) = /1 — cos(x)?

(arccos)'(x) = ! _ 1

N /1 — cos(arccos(x))? V1—a?

donc

Donc & retenir

—1
arccos) (r) = ———
sur | — 1, 1[. Notez qu’en —1 et 1 les pentes sont infinies.

5.1.2 Arcsin

La fonction sin est continue, strictement croissante de [—m/2,7/2] dans
[—1,1].
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Figure 5.3: f(z) = sin(z) sur [—7/2,7/2]

C’est donc une bijection pour ces ensembles. On appelle arcsin la fonction
réciproque de sin sur ces ensembles. Ainsi arcsin est définie de [—1,1] dans
[—7/2,7/2].

C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.

Figure 5.4: f(z) = arcsin(z)

Comme sin est dérivable, de dérivée cos qui ne s’annule pas sur l'intervalle
| — m/2,m/2], alors arcsin est dérivable sur | — 1,1[, de dérivée

. ! _ 1 = 1
(arcsin)’(z) = sin’ (arcsin(z)) o cos(arcsin(z))

Mais sur cet intervalle [0, 7] on a

cos(z) = /1 — sin(z)?
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donc
1 1

- /1 — sin(arcsin(x))? - VI—22

(arcsin)’ ()

Donc a retenir

1
V1—22

sur | — 1, 1[. Notez qu’en —1 et 1 les pentes sont infinies.

(arcsin)’(x) =

5.1.3 Arctan

La fonction tan est continue, strictement croissante de | — w/2, 7/2[ dans R.

3
T

Figure 5.5: f(z) = tan(z) sur [—7/2,7/2]

C’est donc une bijection pour ces ensembles. On appelle arctan la fonction
réciproque de tan sur ces ensembles. Ainsi arctan est définie de R dans

| —m/2,7/2[.

C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.

Comme tan est dérivable, de dérivée 1 4 tan? qui ne s’annule pas sur
| = w/2, /2], alors arctan est dérivable sur R, de dérivée

(arctan)'(z) 1 1 :
arctan)’(z) = = - ‘
tan’(arctan(x)) 1+ tan(arctan(x))? 1+ 2?2

Donc a retenir

1
14 22"

(arctan)’(x) =

sur R.
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nE

Figure 5.6: f(x) = arctan(x)

5.1.4 Formules

Il faut un peu faire attention quand on utilise arccos(cos(z)) et cos(arccos(z)).
En effet, cos(arccos(x)) est bien défini pour tout x € [—1, 1] et on a clairement

cos(arccos(x)) = x

pour tout x € [—1,1].
Par contre, comme arccos renvoie toujours sur U'intervalle [0, 7], on a en
général
arccos(cos(x)) # x .

En fait on a

arccos(cos(z)) =z <= z€[0,7].

De la méme fagon, sin(arcsin(x)) est bien défini pour tout x € [—1,1] et on
a clairement

sin(arcsin(z)) = z

pour tout z € [—1,1].
Par contre, comme arcsin renvoie toujours sur l'intervalle [—m /2, 7/2], on
a en général
arcsin(sin(z)) # x.

En fait on a

arcsin(sin(z)) = ¢ <<= z€|[-7n/2,7/2].
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Notez le lien suivant entre arcsin et arccos : pour tout x € [—1,1]

arcsin(z) + arccos(z) = — .

En effet, la fonction arcsin+ arccos est de dérivée nulle, donc elle est
constante et on calcule arcsin(0) + arccos(0) =0+ 7/2 = /2.

Enfin, de la méme fagon que précédemment on obtient facilement

tan(arctan(z)) = x

pour tout x € R et

arctan(tan(z)) =2 <= ax€]—7n/2,7/2[.

5.2 Fonctions hyperboliques

5.2.1 Définitions

On définit sur R les 3 fonctions suivantes. Le cosinus hyperbolique

h(z) = ———
C <x> 2 )
le sinus hyperbolique
et —e*
h(z) —
S (I‘) 2 )

et la tangente hyperbolique

sh(z) e*—e™®
th(z) = = .
(z) ch(z) e*4e®

Ce sont toutes clairement des fonctions continues. On calcule assez facilement
les limites suivantes
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Elles sont toutes dérivables sur R et on trouve facilement :

ch'(z) = sh(x)
sh’(z) = ch(x)
th'(z) = Ch(lx)Q =1 —th(x)?.

Voici les graphes de ces fonctions.

I
N

I
LN
o
[N
N

Figure 5.7: f(z) = ch(z)

Figure 5.8: f(z) = sh(z)
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1oE

~10rF

Figure 5.9: f(x) = th(z)

5.2.2 Formules

Il y a beaucoup de formules similaires a celles des fonctions trigonométriques
usuelles, avec des petite différences, souvent de signe, auxquelles il faut faire
attention. Tout d’abord

ch(—x) = ch(z), sh(—x)= —sh(x).

La formule habituelle devient

ch(z)? —sh(z)? =

La formule de de Moivre devient triviale
(ch(z) 4 sh(z))" = ch(nz) + sh(nz) .
Les formules d’addition

ch(z +y

) =
ch(z —y) =
sh(z +y) = ch ;U)sh y) + sh :U)ch Y)
sh(z —y) =

5.3 Fonctions hyperboliques réciproques

5.3.1 Argch

La fonction ch est continue, strictement croissante de RT dans [1,+o0].
C’est donc une bijection pour ces ensembles. On appelle argch la fonction
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réciproque de ch sur ces ensembles. Ainsi argch est définie de [1, 4+o00[ dans
R*.
C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.

30 §
20 7
15 7
05 ,

TS R
-10 -5

Figure 5.10: f(z) = argch(x)

Comme ch est dérivable, de dérivée sh qui ne s’annule pas sur R sauf en
0, alors argch est dérivable sur |1, +o00], de dérivée

N 1 B 1
(argeh)'(z) = ch'(argeh(z)) ~ sh(argeh(z))
Mais on a
sh(xz) = y/ch(z)? — 1
donc / | )
(argch)'(z)

- \/ch(argeh(z))? — 1 Va1

Donc a retenir

1

(argch)'(z) = N

sur ]1, +00[. Notez qu’en 1 la pente est infinie.

5.3.2 Argsh

La fonction sh est continue, strictement croissante de R dans R.
C’est donc une bijection pour ces ensembles. On appelle argsh la fonction
réciproque de sh sur ces ensembles. Ainsi argsh est définie de R dans R.
C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.
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Figure 5.11: f(x) = argsh(z)

Comme sh est dérivable, de dérivée ch qui ne s’annule pas sur R, alors
argsh est dérivable sur R, de dérivée

N 1 B 1
(argsh)'(z) = sh’(argsh(z))  ch(argsh(z))
Mais on a
ch(z) = /1 + sh(z)?
donc

1 1
B /1 + sh(argsh(z))? V1t a?

(argsh)’(z)

Donc a retenir

1

(argsh)'(z) = ik

sur R.

5.3.3 Argth

La fonction th est continue, strictement croissante de R dans | — 1, 1[. C’est
donc une bijection pour ces ensembles. On appelle argth la fonction réciproque
de th sur ces ensembles. Ainsi argth est définie de | — 1,1 dans R.

C’est une fonction continue, par les théoremes généraux. Voici son graphe.

Comme th est dérivable, de dérivée 1 — th? qui ne s’annule pas sur R,
alors argth est dérivable sur | — 1, 1], de dérivée

/ 1 1 1
(argth)(z) = th'(argth(x)) T 1- th(argth(x))? T 1—g2
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-10 -05 3 05 10

ab

Figure 5.12: f(z) = argth(z)

Donc a retenir

1
1—a2

(argth)’(z) =

sur | — 1, 1]

5.3.4 Formules

En fait on peut trouver des formules explicites pour les fonctions argch,
argsh et argth. En effet, posons ¢ = argch(x), i.e. o = ch(t). Comme
e! = ch(t) + sh(t) et ch(t)? —sh(¢)> =1 on a

e =r+ Va2 -1

et donc

argch(z) = log(z + Va2 — 1).

De la méme fagon

argsh(z) = log(z + V1 + 22).

Enfin
e —1
th(y) = ——
donc th(y) = x revient a
2y 1 +x
(A —_=

l1—=2
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et donc

1 1
argth(x) = 3 log (1 i_ i) :




